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Calculation of Properties of Diatomic Molecules.
One and Two Center Integrals Using Slater Type Orbitals

The methods for evaluation of two center integrals by use of Slater functions originate from the 
time of desk calculators, although they were later adapted to computers. This paper gives an ana­
lytical treatment of these integrals, in preparation for a modern computer program. The sixfold two 
electron two center integrals require only one numerical integration in case of the exchange inte­
grals, and in case of the Coulomb and hybrid integrals two numerical integrations are required. 
The one center integrals and all the one electron integrals are solved fully analytically. This makes 
the analysis and program logic more lucid.

All the special conditions arising during evaluation of the integrals are described in detail so 
that this paper should suffice as a basis for writing computer programs to evaluate such integrals.

Einleitung

Berechnungen von Eigenschaften zweiatomiger 
und kleiner mehratomiger Moleküle wurden im 
letzten Jahrzehnt mit einer Genauigkeit durchge­
führt, die einen quantitativen Vergleich mit experi­
mentellen Ergebnissen ermöglichten. Dies gelang 
insbesondere durch den Einsatz von Großrechnern, 
durch den die in der Molekülphysik verwendeten 
Näherungsmethoden unter Benutzung von genü­
gend großen Sätzen an Basisfunktionen und der 
Self-Consistent-Field-Technik eine recht gute Ge­
nauigkeit in den Ergebnissen lieferten.

So wurden anfangs vor allem Elektronendichten 
und Potentialkurven von zweiatomigen Molekülen 
für den Grundzustand berechnet. Insbesondere 
wurden Hartree-Fock-Rechnungen an homonukle­
aren Molekülen für den neutralen und ionisierten 
Zustand mit Slater-Funktionen durchgeführt1. 
Rechnungen für heteronukleare zweiatomige und 
für kleine mehratomige Moleküle wurden ebenfalls 
mit Slater-Funktionen verschiedentlich durchge­
führt2, häufiger jedoch unter Verwendung von 
Gauß-Funktionen als Basisfunktionen3. Mit solchen 
Rechnungen wird die Molekülenergie im Gleichge-

Sonderdruckanforderungen an Dr. H. Knof, BP-Institut für 
Forschung und Entwicklung, D-2000 WedeljHolstein, Moor­
weg 71.

wichtszustand und andere molekulare Eigenschaf­
ten wie Polarisierbarkeit, Ladungsverteilung, Dipol­
moment, Dissoziationsenergien und auch Schwin­
gungsenergien bestimmt. Jedoch reicht die Kennt­
nis des Grundzustandes allein nicht aus, um Ioni­
sierungsenergien, optische Anregungsenergien, Elek­
tronenanlagerungsenergien, Stoßintegrale und Re­
aktionsraten zu berechnen. Dazu müssen zumindest 
auch Potentialkurven der unteren angeregten Mole­
külzustände bekannt sein, die teilweise rein absto­
ßend sind und kein Minimum aufweisen.

So wurden schon zeitig semiempirische Berech­
nungen der Potentialkurven angeregter Zustände 
durchgeführt, um eine Abschätzung des Ladungs­
austausches der Wärmeleitfähigkeit und des Diffu­
sionskoeffizienten im Stickstoffplasma zu erhalten4. 
Inzwischen gibt es auch a priori-Berechnungen der 
unteren angeregten Zustände mit einfachen An­
wendungsberechnungen5.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, für die den 
weiteren Molekülberechnungen zugrundeliegenden 
Ein- und Zweielektronenintegrale zweiatomiger 
Moleküle möglichst genaue Rechenverfahren anzu­
geben, mit denen dann auch Berechnungen von 
Stoß- und Reaktionsprozessen neben denen der 
Eigenschaften zweiatomiger Moleküle möglich sind.

Für die bei der Berechnung der Elektronenstruk­
tur zweiatomiger Moleküle auftretenden Ein- und
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Zweizentrenintegrale wurden bisher unter Verwen­
dung von Slater-Funktionen (Slater type Orbitals, 
STO) als Einelektron-Atomwellenfunktionen (atom­
ic orbitals, AO), aus denen die Einelektron-Molekül- 
wellenfunktionen (molecular orbitals, MO) und dar­
aus wieder die Gesamt-Molekülwellenfunktion (al­
ternating products, AP) aufgebaut werden, weit­
gehend numerische Verfahren unter Verwendung 
von Rechnern benutzt. Dabei werden längere analy­
tische Rechnungen vermieden und die konsequente 
Anwendung numerischer Integration führt zu ver­
hältnismäßig einfacher Programm-Logik.

Alternativ kann man die Integration soweit wie 
möglich analytisch durchführen und numerische 
Methoden nur als „ultima ratio" verwenden. Dieses 
Verfahren muß nicht unbedingt zu kürzeren Re­
chenzeiten führen, da die analytischen Ausdrücke 
oft viele Summen enthalten und damit viele Rechen- 
schritte erforderlich machen. Andererseits macht die 
weitgehende Benutzung analytischer Verfahren die 
Rechnungen durchsichtiger, als dies bei numerischen 
Verfahren möglich ist. Zudem lassen sich die Grenz­
fälle besser übersehen, bei denen der Integrand un­
endlich wird. Dann kann das Integral durchaus noch 
einen endlichen Wert haben, aber es ist Vorsicht bei 
den erforderlichen Grenzwertbetrachtungen gebo­
ten. Hier kann eine numerische Integration leicht 
zu systematischen Fehlern führen.

Auch bei weitergehender Analysis ist eine relativ 
einfache Programmlogik erreichbar. Die größere 
Durchsichtigkeit läßt überdies mehr Raum für Ver­
besserungen derselben.

In der folgenden Ausarbeitung wird besonderer 
Wert auf eine klare Fallunterscheidung gelegt, wie 
sie für die Programmierung der analytischen Aus­
drücke erforderlich ist.

Die Analysis berücksichtigt von Anfang an 
spezielle Programmtechniken. So werden etwa bei 
der Berechnung der Austauschintegrale 

jjdv1 dt;2 (1/r12) Xr1 %s2
zunächst „Austauschvektoren" derart berechnet, 
daß jedes Austauschintegral als Skalarprodukt 
zweier Austauschvektoren erscheint. Ein Austausch­
vektor wird aus den Parametern zweier Basisfunk­
tionen berechnet. Die Analysis in den Austausch­
integralen berücksichtigt von vornherein, daß bei 
der Berechnung eines Austauschvektors keine 
Kenntnis vorliegt, ob es sich a) um die Funktionen 
Xp und %q oder um %r und %s in obigem Integral 
handelt oder b) um ein J - oder ein K-Integral.

Die Analysis und die Programme orientieren sich 
stark an Arbeiten von Wahl, Rüdenberg und an­
deren6.

Grundlagen aus der allgemeinen Theorie

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen der 
allgemeinen Theorie von Roothaan kurz zusammen­
gefaßt7. Ausgangspunkt zur Berechnung von Mole­
küleigenschaften ist die zeitunabhängige Schrö­
dinger-Gleichung für N Teilchen:
JfW (rx c i , . . . , r NaN) =  E -'F (r1a 1, . . . , r NaN).(l)

Abb. 1. Elektrostatische Wechselwirkung in einem zweiatomi­
gen Molekül.

Bei Vernachlässigung der magnetischen Wechsel­
wirkungen und der Kernbewegungen wird dies für 
zweiatomige Moleküle (Abb. 1) eine Eigenwertglei- 
chung mit dem Hamilton-Operator in atomaren 
Einheiten

/ 1 Za Zb\  1
j r = y ----- A "------ - -  +  2  ----  (2)f  \  2 r*» rbu) rw K '

und dem Eigenwert E, der die Energie des betreffen­
den Molekülzustandes angibt. 

Man schreibt

*  =  +  1 9(/A,v), (3)
n=0 n<v=l

mit
h (p) =  -  i  A« -  (Zalra» +  (4)

und
9(/< j) =  ( l W .  (5)

Ohne Wechselwirkung der Elektronen untereinan­
der, d.h. v) =  0, zerfällt die iV-Elektronen- 
Wellenfunktion in ein Produkt von Einelektron- 
Molekülwellenfunktionen (MO):
!F(ri Ol, ..., rN aN) =  tpi (rx Oi) ... y>N {ry 0N) (6) 

oder bei Berücksichtigung des Antisymmetrie der



Wellenfunktion in das antisymmetrisierte Produkt 
(AP) dieser MO

1 1
A (ipi*-, y)NN) =I/N |/iV!

y i1 • • • y>iN
Wn1 • •. y>Nr N

(7)

Die hochgestellten „Indizes" vertreten die Argu­
mente: yi* = ipi(rßa ß). Die MO können in der vor­
stehenden Näherung noch in eine reine ortsabhän­
gige und eine spinabhängige Wellenfunktion ge­
trennt werden,

VH(rß, <Jß) =  (fi{rß) rji{aß) (8)

Von diesen Einelektronenwellenfunktionen be­
schreibt ein Teil einen Satz geschlossener Schalen, 
(pc, in dem sich je zwei Wellenfunktionen einer 
Schale nur durch die Spinfunktion unterscheiden, 
also die Ortsfunktionen doppelt auftreten, und der 
andere Teil einen Satz offener Schalen, cpo, bei denen 
die Ortsfunktionen nur einfach auftreten. Die ge­
schlossenen Schalen sind mit zwei Elektronen be­
setzt, die offenen sind mit einem Elektron besetzt 
oder unbesetzt. Der kombinierte Satz

<P =  (<pc,<po) (9)

dieser Wellenfunktionen ist orthonormal. Insbeson­
dere werden für die einzelnen Wellenfunktionen die 
Indizes k, l bei geschlossenen Schalen, m, n bei 
offenen Schalen und i, j allgemein benutzt.

Der Erwartungswert der Energie

dv (10)

ist dann gegeben durch

E = Z H k + Z ( J ki - l K kl) 
k k,l

(11)

mn Kmn)
m m,n

+  2  (J>cm — \  Kjcm)] ,
km

mit Koeffizienten a, b und /, die von dem Molekül­
zustand abhängen, Hk sind Einelektronenintegrale 
und J{j und .Ky Zweielektronenintegrale, / ist die 
Besetzungsdichte mit Elektronen der offenen Scha­
len, d.h. 0 < / <  1, die Koeffizienten a und b unter­
scheiden sich für verschiedene Zustände derselben 
Konfiguration, das Coulomb-Integral Jy  lautet

<Piu (pjv Vi" (p]v
rUV

und das Austauschintegral Ky 

9Hßq>iv q>iß (pivKi] = rßV dv" dur . (13)

Die Elektronenwechselwirkung, d.h. v) + 0, 
wird nunmehr in den Wellenfunktionen durch eine 
Entwicklung des ortsabhängigen Anteils der MO 
nach geeigneten Basisfunktionen (AO) berücksicht­
ig t

<Pi(rß) =  2 c PiXp{rß), (14)
v

wobei die Entwicklungskoeffizienten cpi durch ein 
Variationsverfahren bestimmt und als Basisfunk­
tionen Xv Slater-Funktionen z.B. in sphärischen 
Polarkoordinaten

Xnimz(r, 0 ,0 )  =  (2 £)»+» t t ^ ^  r»-i e"* Ytm (0,0)]/(2n)\
(15)

genommen werden. In (14) repräsentiert jedes p 
einen Parametersatz (n, l, m, Kern).

Dabei sind m die magnetische Quantenzahl mit 
| m | sS l, l die Nebenquantenzahl mit 0 5S l <  n, 
n die Hauptquantenzahl mit n — 1, 2, ..., oo, 
£ der Slatersche Abschirmparameter und Yim die 
Kugelflächenfunktionen.

Diese Slater-Atomfunktionen werden im Pro­
gramm je nach Symmetrie in Blöcke getrennt. Ein 
solcher Symmetrieblock ist durch die Quantenzahl m 
gekennzeichnet. Linearkombinationen werden nur 
innerhalb eines Symmetrieblocks gebildet, da m 
auch für das Molekül eine gute Quantenzahl ist, 
und die Molekülwellenfunktionen die gleiche Sym­
metrie besitzen wie die konstituierenden Slater- 
Atomfunktionen.

Crundtypen 
der Ein- und Zweielektronenintegrale

Die Einelektronenenergien Hk werden durch das 
Matrixelement

Hk = j p k h(pkdv (16)
bestimmt, wobei h der in (4) angegebene Hamilton- 
Operator eines Elektrons im Feld der beiden Kerne 
ist. Durch Entwicklung der MO nach (14)

H k =  2  Cp*cQk SXP^XQ (I7)

wird dann dieses Matrixelement aus den Matrix­
elementen

H vq=  jXp^XQdv» (1§)



zwischen Basisfunktionen (beide aus dem gleichen 
Symmetrieblock) aufgebaut. Diese Matrixelemente 
HPq enthalten wegen der verschiedenen Summanden 
des Einelektronen-Hamiltonoperators folgende 
Grundtypen an Einelektronenintegralen

I*v* i=  J^U /O *Z fd® , xe{<U,2}, xe{a,b ),
(19)

wobei Xp und Xq am Kern a oder Kern b lokalisiert 
sind. Bei x =  0 ist x irrelevant, notiert durch x =  0. 
Wenn es nur um die Verteilung von Xp> x und Xq 
auf die beiden Kerne geht, wird auch einfach z.B. 
(a | b | &> geschrieben. Dann kann man verschiedene 
Integraltypen unterscheiden, einmal die an einem 
Kern lokalisierten Integrale (a \ a \ a), (b\b\ by, die 
sich mit bekannten Verfahren der Atomphysik 
lösen lassen, z. B. in sphär. Polarkoordinaten. Zu 
dieser Gruppe zählen auch die Integrale <a | b | a> 
und <6 | a | 6) mit x =  0.

Eine weitere Gruppe bilden die echten Zwei- 
zentrenintegrale

<a|a|6>, <a|6|6>, <6|a|a>, <6|6|a> (20)

die nur für x 4= 0 nicht verschwinden.
Eine letzte Gruppe bilden die Integrale, bei denen 

die Wellenfunktionen an einem Kern lokalisiert 
sind, der Operator jedoch am anderen Kern

<o|&|a>, <61« 16>, x > 0 .  (21)

Die andere Unterscheidung der Einelektroneninte­
grale, nämlich nach den verschiedenen Summanden, 
führt ebenfalls zu den vorstehend (19) angegebenen 
Integralen. Man unterscheidet S, U und T-Inte­
grale, die sich auf die Grund typen zurückführen 
lassen.

Einmal ist
Hpq =  Tpq ZJpq . (22)

Das Überlappungsintegral

Spq =  <Xp\Xo> (23)
entsteht durch die Entwicklung (14) aus der Ortho- 
gonaütät der MO

<<Pi | <Pk> =  2  Zpi SPQ cQk =  Öik (24)
VA

und ist gleichbedeutend mit

Spq =  I°p0q • (25)
Für den Potential term gilt

Upq =  <Xp\(Zalr") +  (Zft/f*)| xa> (26)
=  Za I xpaq +  Zb I lpbq ■ (27)

Schließlich kann

T p q = - H x v  |A |Zff> (28)
für Slater-Atomfunktionen in die Grundintegrale 
überführt werden: In sphärischen Polarkoordinaten, 
die an denselben Kern wie Xq lokalisiert sind, lautet 
der Laplace-Operator

ö2 2 e l 
A =  +  +

02 1
e©2

Da 

wird

Ax(r, O, &) =

tg@ ' sin2 O 602'

AflY ,»(0) =  - J ( l + l ) Y ,« ( 0 ) ,  

{n +  l ) ( n - l -  1) 2 nC

(29)

(30)

C2

X *(r,6>,0) (31)
und somit
T p q = - l ( n q  +  lq) (nq -  lq -  1) 1 \

(32)+  nqCqllqq — H q2I°p0q

Dabei gehören p und q dem gleichen Symmetrie­
block an.

Die beiden Zweielektronenintegrale Jy  und Ky 
der Definitionsgleichungen (12) und (13) zerfallen 
durch Entwicklung der MO nach (14) in Integrale 
zwischen den Slater-Funktionen,

J i}=  2  °pi cqi ~crj Csj J J dü1 dv2 (1 /r") Xp1 Xq1 Xr2 Xs2
pqrs

— 2  Cpi Cqi Crj csj Jpqrs j (33)

den Coulomb-Integralen, und 

Kij =  2  ~cpi °q} cri Csj J J dv1 dv2 (1/r12) Xp1 Xq1 Xr2 Xs2
pqrs

=  2  Cpi cq] crt Csj Kpqrs > (34)

den Austauschintegralen.
Bei den Coulomb-Integralen Jpqrs stammen 

(p, q) und (r, s) jeweils aus dem gleichen Symmetrie­
block, bei den Austauschintegralen Kvqrs stam­
men entsprechend (p, r) und (q, s) jeweils aus dem 
gleichen Symmetrieblock.

Da die Symmetrieblöcke durch einen ra-Wert 
gekennzeichnet sind, gilt für die «/-Integrale

rrip =  rriq und mr = ms (35)

und für die X-Integrale
nip =  mr und mq =  ms . (36)



Daraus folgt in jedem Fall:
mp — mq =  mr — ms =  .M . (37)

Im folgenden wird gelegentlich M ^  0 benötigt. 
Diese Bedingung ist gegebenenfalls durch Umkeh­
rung aller vier Vorzeichen von m erzwingbar. Der 
Wert des Integrals ändert sich dadurch nicht.

Entsprechend wie bei den Einelektronenzwei- 
zentrenintegralen können auch bei den vorstehenden 
Zweielektronenzweizentrenintegralen die Slater- 
Atomfunktionen beliebig auf die beiden Kerne ver­
teilt werden. Man unterscheidet dann vier Haupt­
typen.

1. Alle vier Basisfunktionen sind am gleichen 
Kern zentriert. Das Integral ist dann ein Einzentren- 
Coulomb-Integral und wird kurz auch ,,C\-Integral" 
genannt und

a a a a (38)
geschrieben.

2. Drei Basisfunktionen sind an einem Kern zen­
triert, eine am anderen. Dieses Integral heißt Hy­
bridintegral, kurz „//-Integral":

a a a b .  (39)

3. An jedem Kern sind zwei Basisfunktionen 
zentriert. Die Verteilung stimmt mit der der Inte­
grationsvariablen überein. Dieses Integral ist ein 
Zweizentren-Coulomb-Integral, kurz ,,^ -In teg ra l" :

a a b b, (40)

d.h. ^p1, fa1 sind am Kern a, %r2, %s2 am Kern b 
lokalisiert.

4. Wie zuvor sind an jedem Kern zwei Basis­
funktionen zentriert, jedoch mit einer anderen Ver­
teilung als derjenigen der Integrations variablen. Es 
handelt sich dann um Austauschintegrale, kurz 
„X-Integrale":

a b a b , (41)

d.h.: %vl , Xr2 sind am Kern a, Xql , Xs2 am Kern b 
lokalisiert.

Die Begriffe „Coulomb-Integral" und „Austausch- 
integral" werden also für verschiedene Dinge be­
nutzt, einmal zur Kennzeichnung der Verteilung der 
MO auf die Integrationsvariablen (J-, /f-Integrale) 
und zum anderen zur Kennzeichnung der Verteilung 
der Integrationsvariablen auf die Kerne (Ci-, C2-, 
//-, X-Integrale).

Diese beiden Unterschiedsmerkmale zusammen 
führen zu einer Klassifizierung der Integraltypen in

acht Klassen:

J Cl, JC\ J» , j x } Kcr} k c \  RH, Kx .

Davon werden die C\-, C2- und //-Integrale zusam­
men berechnet, so daß im folgenden programmtech­
nisch nur vier Klassen unterschieden werden müs­
sen:

JC", J*, KCH, K* .

Tabelle 1 führt die insgesamt 16 Möglichkeiten, 
vier Slater-Funktionen auf zwei Kerne zu verteilen, 
auf. Sie zeigt außerdem Symmetrie-Operationen, die 
das Integral nicht verändern und es erlauben, in der 
Analysis und im Programm einige der möglichen 
Verteilungen in jeder Klasse auf andere zurück­
zuführen.

Tab. 1

Typ Kombination Operation Typ Kombination Operation

C, a a a a _ H a a a b _
b bbb (Si) (S2) a a b a (S2)

c2 a a b b — a b a a P
b b a a (P) b a a a P(S2)

X a b a b — ab b b P(Si)
a b b a S2 b a b b P(S,) (S2)
b a a b Si b b ab (Si)
b a b a St S2 b bb a (S,) (S2)

Hierin bedeutet wieder wxyz ein Integral mit Xp1 
am Kern w, yq1 am Kern x, Xr2 am Kern y, Xs2 am 
Kern z lokalisiert.

Die Operationen sind:
1. Die Substitutionen S*. Sie vertauschen für den 

Koordinatensatz i die Zuordnung zu den Kernen 
und wirken auf zwei Slater-Funktionen und einige 
Glieder der Entwicklung für den Zweielektronen­
operator (1/r12). [Details bei der Analyse der Aus­
tauschintegrale, folgend Formel (113)].

-  «< (42)Yj1 rjl

2. Die Paarvertauschung P vertauscht die Zu­
ordnung der Koordinatensätze zu den SLater- 
Funktionen:

(pqrs) -> {rspq). (43)
p

In der Tab. 1 stehen einige Operationen in Klam­
mern, um anzudeuten, daß diese Operationen wegen 
der verwendeten Programmtechniken nicht benutzt 
werden: Bei der Berechnung der C\-, C2- und der



//-Integrale werden zunächst Vorräte von
a) Potentialen Sdv1xP1XQ1 (1/r12) und
b) Funktionswerten %p angelegt.

Da es nicht zweckmäßig ist, diese Vorräte doppelt 
zu haben — %p am Kern a und am Kern b, etc. — 
werden bei den CH-Integralen höchstens Paarver- 
tauschungen vorgenommen.

Für die J-Integrale gelten folgende Symmetrie­
beziehungen :
J  pqrs — Ja' qprs — Jpqsr — Jqpsr — "

— J  srpq — J  irsqp
rspq
=  J.srqp (44)

Die Paar vertauschung, d.h. die Vertauschung von 
je zwei Basisfunktionen, bedeutet nur eine Um­
stellung der Faktoren [vgl. (33)]. Die Vertauschung 
vom p und q bedeutet die Umstellung von Faktoren 
und Übergang zum konjugiert Komplexen für %p 
und %q. Die Umstellung der Faktoren ist wie zuvor 
bedeutungslos und der Übergang zum konjugiert 
Komplexen hat wegen mp =  mq auch keinen Einfluß 
auf den Wert des Integrals.

Bei den K-Integralen gelten folgende Symmetrien:
(45)Kpqrs — Kqpsr — rspq =  Ksrqp

Die Zl-Integrale sind, wie auch die J-Integrale, 
reell, so daß eine Vertauschung der Variablen und 
Übergang zum konjugiert Komplexen, wie das bei 
den Paarvertauschungen der Fall ist, den Wert des 
Integrals unverändert läßt [vgl. (34)].

Die Vertauschung von p und q bedeutet wiederum 
eine Umstellung von Faktoren und einen Übergang 
zum konjugiert Komplexen für diese beiden Funk­

tionen, d.h.
exp {i &1 {—mp +  mq + /u)} (46)

-> exp {i 0 l (mp — mq +  â)} ,
die jetzt, wenn beide Funktionen aus verschiedenen 
Symmetrieblöcken kommen, zu einer Änderung des 
Integral wertes führen kann. Dabei rührt /u von der 
Entwicklung von 1/r12 her. Eine gleichzeitige Ver­
tauschung von p und q einerseits und r und s ande­
rerseits entspricht wieder einer Umstellung von 
Faktoren und dem Übergang zum konjugiert 
Komplexen, erhält also das Integral.

Wenn p, q, r, s alle vier aus demselben Sym­
metrieblock stammen, gilt zusätzlich

K , — Kartrx — Kmnxr — Ksrva — K\-pqrs — *±qprs — n-pqsr — *xsrpq — **-rsqp • (47)
Dann hat K dieselbe Symmetrie wie J .

Für die numerischen Integrationen werden später 
„symmetrische iT-Matrizen", (Kpqrs), 1 <  g, s <  m, 
benötigt (m =  Anzahl der Basisfunktionen in

m
<Pi= 2  cPi XP > P=l

nicht zu verwechseln mit den Quantenzahlen mv 
etc.). Dazu werden Kpqrs und Kpsrq gemeinsam be­
rechnet und gemittelt.

Analysis der Einelektronenintegrale
Von den Einelektronenintegralen werden zuerst 

die Sonderfälle der Einzentrenintegrale behandelt, 
die unter Verwendung von sphärischen Polarkoordi-' 
naten auf einfache Weise vollständig integriert 
werden können.

Für die Fälle <a | a | a), <b\b\b} und (a\b\dy, (b\a\by mit x =  0 lautet der analytische Ausdruck für 
das Integral mit sphärischen Polarkoordinaten, die an dem besetzten Kern zentriert sind [vgl. (19)]:

Ixpxq =  fd r  f d 0  ] d e  sin<9 r2 (2 CP)n"+i (2 £,)-+» , * rn„+»a-2 exp{-(Cp +  Cq) r}
o o o  y[^np)i(zn q)<

. ym, 0 ) r-x . (48)
Nach Einführung der Abkürzungen*

k" =  (2C)n \/2CI(2n)\, N =  np +  nq , Q =  Cp +  Cq , Q > 0 (49)
und bei Berücksichtigung der Orthogonalitätsrelationen der Kugelflächenfunktionen (Anhang 2, 41) ver­
einfacht sich das Integral zu

I*pxq =  w  fdr-.r»~* exp{ -  Q r} , (50)
das, vgl. (Anhang 6, 9) 0

I*pxq =  V  V  ^mvmq [(N -  *) l/f^"«^] (51)
ergibt.

* Die Definition (49) für q wird stets bei sphärischen Polarkoordinaten gewählt.



Die restlichen sechs Integrale (a | a | 6), <a 161 a), <61 a | a), (a | b 16), <61 a | 6), <61 b | a> sind eigentliche 
Zweizentrenintegrale. Dabei tritt der Fall Kern p =  Kern q nur für x >  0 auf. Sie können einheitlich mit 
Hilfe von elliptischen Koordinaten (Anhang 1) behandelt werden, bei denen die Zuordnung der Slater- 
Funktionen zum Kern a oder b durch das Vorzeichen von rj geschieht. Es werden daher Vorzeichenfaktoren 
eingeführt (diese Vorzeichenfaktoren sind nicht mit den Exponenten am Operator 1/r* zu verwechseln):

xP, Xq =  -f 1, wenn %p, %q am Kern a lokalisiert und
Xp, Xq =  — 1, wenn am Kern b lokalisiert sind;
xx — +  1, wenn r* im Operator (1 /r*)* vom Kern a gemessen wird, d.h.

x =  a , etc. (52)
Die Slater-Funktionen haben dann in elliptischen Koordinaten die Form

Xp,nimix(Z, rj, 0 ) =  (2£„)»>+* ^  ( j J  '  (f +  X p e x p  j -  y  £p(£ +  xpV)j

+  xp£ V)/(£ +  xpV)) l/y2^exp{im p 0} . (53)
Dabei sind R der Kernabstand und normierte zugeordnete Kugelfunktionen erster Art. 

Das Integral lautet dann
oo +1 2?i -, / f T>£ Tf

1 - 1 0
1 /_ tp R i  
]/(2 np)\ (2 nq)\

(£ +  xpr])»'-1 (f +  xqr])n<-1 exp | -  +  xprj) -  Cq(f +  xqr])\ (54)

iqürjX 1 R
{£ xx ri)

Wegen der Orthogonalitätsrelation

(1/2n) Jd0exp{ t(— rrip +  mq) 0} =  dmvmq (55)
o

und bei Verwendung der Abkürzungen*

k'" =  {R £)n\/R t{2l+  1) (l — m)!/(2»)!2(l +  m)!,
en =  (Ä/2)(C» +  Ctf), ßR= (R I2 )(C p-C Q), m =  mpdmrJna, 2V wie in (49) (56)

werden mit folgender Summendarstellung der zugeordneten normierten Kugelfunktionen 1. Art (Anhang 2,
19 und 34) ________________

1 + ^ A  _  | / ( 2 +  1) {lp — m)\ _  _  o)ro[f2- f 21
S +  *Vr i ) ~ \  2 (lp +  m)! i K V i ^

• 0 ^ ( 1  +  Xptr])1*-™-2"'- (£ +  xpr])-1'-*-2"  (57)
die Einelektronenintegrale zu

I*pxq =  kp"'kq"' dmp1tlq (Ä/2)-« J°d£ U l  exp{-enf}  exp{^- (Ä/2) (xpCp +  Cff) i?}.
l - l

• (I2 -  l)m (1 -  v2)m 1 1  +  XpZri)1' - 1" - 2'* •

• (1 +  xq£r])l<-m- 2><> (f +  (i +  xqr]) n<~l<+2"<"1 •(£ +  x ^ )" *  (f +  V) (f -  r/). (58)
Die Produkte von £ und rj der zwei letzten Zeilen lassen sich als Doppelsumme schreiben (Anhang 5)

N -xN -x 

n=0 j=0
wobei die Koeffizienten (N — x +  l)-reihige quadratische Matrizen Apx« bilden.

* Die Definition (56) für £ wird stets bei elliptischen Koordinaten gewählt.



Der Ansatz (59) setzt einmal voraus, daß m ^  0 ist. Man kann aus den beiden folgenden Gründen bei 
den Einelektronenintegralen m ^  0 annehmen, d.h. mit |m | rechnen: wegen des Faktors öm]>mQ gilt 
mp =  mq =  m (vgl. (56)). Im Falle m <  0 kann mit (— \)m gerechnet werden. Im Integral tritt der 
Faktor ( — l)m zweimal auf und ergibt den Faktor Eins.

Weiterhin kann der Exponent in den Ausdrücken (f +  xx rj), (nach (19) ist * e {0, 1, 2}), negativ werden 
und damit eine binomische Entwicklung verhindern. Die folgende genauere Betrachtung zeigt aber, daß 
solche Ausdrücke entweder verschwinden oder sich mit anderen Faktoren kompensieren.

In den Fällen xx =  xp oder xx =  Kq, d. h. in den Fällen (a  \ a | &>, <a | b | &>, <61 a | o) und (b | b \ a) wird x 
einem der Ausdrücke w — Z +  2v — 1 zugeschlagen, zusammen mit einer Eins von (£ +  rj) oder (f — rj). 
Da 2 v ^  0 und x maximal zwei werden kann, folgt n — l -j-2v — x ^  — 1. Davon verdient der Fall 
n — l -j- 2 v — x =  — 1 besondere Beachtung. Er kann nur eintreten, wenn gleichzeitig l =  n — 1, r =  0 
und x =  2 ist. x =  2 tritt nur bei den ^-Integralen auf, d. h. in den Fällen (a  \ b | ft) und <61 a | a). Vor I 2pXq 
steht jedoch, (siehe 32), der Faktor (nq — lq — 1), so daß die I 2pxq mit n — l =  1 nicht benötigt werden.

In den Fällen also in den Fällen <a | b | a) und (b | a | ö>, tritt nur x =  0, 1 auf. Für x =  1
kann dieser Faktor mit (£2 — rj2) gekürzt werden.

Der Faktor in der zweiten Exponentialfunktion wird nun abkürzend geschrieben als
r= (R I2 )(x p£p +  xqt q), (60)

wobei gilt
Xp Xq T

1 1 QR
1 -1 ßn

-1 1 - ß R
-1 -1 -Q r

(61)
-1  l -ß 'R 
-1  -1  Qr

Damit wird

I% xq =  V " k q'" ö mpma(IH2)-* J d |£ » e x p { -  Qr£} Y drjrjiexp{-r^} . (62)
n,j 1 -1

Für die Integrale wird eine neue Funktion eingeführt (siehe Anhang 10)

e (n; a) =  [n !/a»+1) £  (<*'/* 0 • (63)
«=o

Das uneigenthche Integral lautet dann (Anhang 6, 7)

Jd££»exp{-eß |}  =  e(»; qr) =  F n(gR) (64)
l

mit dem (N — x +  l ) Elemente enthaltenden Vektor F(qr ) und das ^-Integral (Anhang 6, 5) 
+i
j  drjrfexp{—r??} =  ( -  iy+i e ( j \ - r )  -  e (j;r)  =  G}{t) (65)

- l
mit dem (N — x-f-1) Elemente enthaltenden Vaktor G(r) .Im Falle r  =  ± ß R =  0 gilt:

2+ i für j gerade
j d r j r ] i = l j + l  / 6  |= ö / ( 0 )  (66)

~~1 [ 0 für j  ungerade J
So erhält man schließlich für die Einelektronenintegrale

I*pxq =  V "  V "  Ömpmt ( m ~ X I  < T  Fn (QR) Gj (r) , (67)
n,j

oder in Matrizenschreibweise

I*pzq =  V "  V "  ömpmt (Ä/2) Ft (Qr) Avxq G (T). (68)

Das Kronecker-Symbol dmv1tla führt dazu, daß nur Slater-Funktionen innerhalb eines Symmetrieblocks 
miteinander kombinieren.



Analysis der Coulomb- und Hybridintegrale

Von den Coulomb- und Hybridintegralen können die Coulomb-Einzentrenintegrale, C i, mit räumlichen 
Polarkoordinaten vollständig analytisch gelöst werden. Bei diesen Integralen sind nämlich alle vier Basis­
funktionen am gleichen Kern lokalisiert. 

Es ist

\ J Cl) r  1 {"> <->
\Kc] pqrs =  =  J J dvl dv2

=  kp" kq" kr" ks" J°drl f d r2 (rl)«p + «»(r2)nr + n. exp| _  +  rl |  . exp{_  +  ^  r2) . (69) 
0 0

oo A {-} {_}
• 2  1 u x(ri, r2) (4 tcI(2 X +  1)) J d ß 1 JcLß2 y 1-"1" Y\-m* Y?;m' Y\™- Y\<" Y \ \
A = 0 n=-X 471 4n p a r . ,

mit =  (r<)A/(r>)A+i (70)

und r5 =  Max{ri>r2} (71)

und unter Verwendung der Laplace-Entwicklung (Anhang 8, 15) für die Elektronen Wechselwirkung

4 f  =  2  2  «aO*. r2) • Y f(& \ 01) <P2) . (72)

Die Winkelintegration über jede der beiden Elektronenkoordinaten beinhaltet das Produkt von drei 
Kugelflächenfunktionen (Anhang 4, 5)8

J d ß i  Y\'™» Yj;m< Y\" =  ( -  1 r»-" J d ß  y,-™* Y™«?-»
4™ 4tt

=  ( -  l)w,"_'< C(ZP, A; — rrip , — ra?, — ja) C(lP, lq, A; 0,0, 0) • |/(2Zj, +  1) (2lq +  1)/4tt(2 A -f- 1) (73) 
und

{-} {-} _ (mr)\\m.lJ d ß 2 y2.mr y2,m. =  ( _  J )W  J dß  yT»», Y±w' PJ
4n 471

=  ( - l )^ '< C (Z r ,Z „ A ;T ™ r,± m , ,/i)C(Jr ,«,fA;0>0>0 ) Y ( 2 i r + l j ( 2 / .+  l)/4OT(2A +  l ) .  (74)

Die im Anhang 4,4 angeführten Regeln für die Clebsch-Gordon-Koeffizienten vermindern die Zahl der 
Summanden in den Coulomb-Integralen wesentlich:

Die 3. Regel fordert lv -f lq -f X gerade,
lr +  h + A  gerade (75)

und folglich auch lp +  lq +  lr +  l8 gerade und AX =  2 .

Die 2. Regel fordert
Max(\lp — lq\ , \lr - l s \ ) ^ l ^ m n ( l p  +  lq, l r + h ) .  (76)

Die 1. Regel fordert mv — mq =  f  (mr — ms) =  p . (77)

Bei J Cl folgt wegen mP =  mq und mr =  ms immer p =  0, bei KCl wegen mv =  mr , mq =  ms immer 
trip — mq =  mr — ms (— M).

Da somit die /i-Summe nur das Element jli =  M hat, läuft die A-Summe ab \M | oder |M | +  1, so daß A 
die richtige Parität hat, d.h. (— 1)* =  (— l)l>+l« ist.

Deshalb gilt Amin =  Max (| lp -  lq \, | lr -  U | , J +  ^  j ,

Amax =  Min(/P +  lq, lr +  ls) .



Nach Einführung folgender Definitionen [vgl. auch (49) und (56)]

«  =  N =  np + n q,N ' =  nr +  ns ,

Q =  Cp +  : q, Q' =  Cr +  Cs, Q > 0 , q '>  0 (79)
vereinfachen sich die Einzentren-Coulomb-Integrale dann zu

[mq+mA / 2 \ 2 oo oo
IC* =  kp' kq kr' ks' ( -  2  r  c  C  C" C'" j  dr1 J dr2 (ri)* (r2)*' Ux (ri, rZ) e-

 ̂ +  1 /  o o
+tn.

-er1 e-e'r*

=  kp'k q'k r'k 8' (8°)

Dabei sind die 0, C', C", C'" die entsprechenden Clebsch-Gordon-Koeffizienten, die Tx das Produkt dieser 
vier Koeffizienten zusammen mit den ^-Koeffizienten und die I x die Doppelintegrale.

Durch Aufspalten der Integrationsgrenzen des inneren Integrals erhält man folgende Summe
oo rl oo oo

I x =  J dr1 (rip-A-i e~erl J dr2(r2)*'+* e~e'rt +  J dr1 e~erl J dr2 (r2)N'-x-i e~e>i
0 0 0 rl

die bei Änderung der Integration im 2. Summanden (Anhang 7) in

I x =  J xx +  I 2xf J 2x =  jd r i  (fip-A -1 e~ß'rl J dr2(r2)*+* e~er' (81)
o o

übergeht. I \ x und I<ix unterscheiden sich dann nur durch Vertauschung der Striche an N und q. 
Die Analyse wird jetzt nur noch am Beispiel I i x weitergeführt. Durch die Substitutionen

r2 =  rl x , dr2 =  r1 da; (82)
und r1 =  r
wird

oo 1
I J d rrN+N' e_er $ dxxN'+x e~e'rx. (83)

o o
Das 2. Integral ergibt (Anhang 6, 8)

l
f dxxN'+xe~erx =  —-----— —
o ( ß 'r f ^ + i

N'+X. _  (p 'ry  
1 -  e_c r 2s=0 s!

(N' -f X)!
e{N' +  \ , Q'r ) .  (84)(q' r)N'+x+1

Dann läßt sich auch die letzte Integration durchführen (Anhang 6, 9)

1 {ey +i -l
(iV — A — 1)! 1 ( t f -  A - l  +  *)!

qN-x (q +  Q')n ~a »±O +
(85)

Zusammenfassung: Die Endformel der Coulomb-Integrale des Typ C\ ist (80), die I x in (80) setzen sich 
nach (81) zusammen aus Ix1, Endformel (85), und Ix2, Endformel ebenfalls (85), nur mit Vertauschung 
von N und N' sowie q und q'.

Die Coulomb-Zweizentrenintegrale, C2, und die Hybridintegrale, H, werden gemeinsam behandelt. 
Dabei werden wie bei den Coulomb-Einzentrenintegralen die Integrationen über die erste Elektronen­
koordinate in räumlichen Polarkoordinaten durchgeführt, für die Integration über die zweite Elektronen­
koordinate aber elliptische Koordinaten benutzt, an die sich schließlich eine doppelte numerische Inte­
gration nach der Gaußschen Methode anschließt. 

Die zu berechnenden Integrale lauten

{ I T * }  =  J / d . A d ^ ^ g g J .  (86)

Dabei sind — Xv und Xq ~  und/oder — Xr und x» ~~ am gleichen Kern lokalisiert.



Wenn p, q an verschiedenen Kernen lokalisiert sind, also r, s am gleichen, dann wird eine Paarvertau- 
schung vorgenommen, die das Integral nicht verändert, [p' q' r' s') =  (r s p q). Nunmehr wird das Integral 
nach seinen Variablen aufgespalten

JC..H= Jdu2C72p?{̂ 2 ^ 2 e Xp { _ t- 0 2 i f } ) (87)

mit dem durch das erste Elektron ei zeugten Potential

U2pq =  Jd v i( l/r12)xp1Z9lexP { + » ^ 2^ }  und M =  mp - m q . (88)

In räumlichen Polarkoordinaten mit dem Ursprung an dem Kern, an dem das gemeinsame Basisfunktionen- 
paar lokalisiert ist, lautet U2 vollständig (mit k" und N aus (49) und der Laplace-Entwicklung (72)) 
für 1/r12

U2pq =  fdri(ri)2 J d ß i kp"k q" (*)»>+*<-* e x p { - ß p -R ?) fi} •
0 4.i

• Y};m' Y t r i  I  ^ ( r 1, r2) • 4 *  Y\" Y2'» exp{i0*M} . (89)
a=o /  i - 1;

Unter Verwendung der Eigenschaften von Integralen über Dreifachprodukte von Kugelflächenfunk­
tionen (Anhang 4, 5) erhält man dann [k' aus (79)]

U*„ = / d r ! V  (Cj> +  Cff) i  «A(ri,r2) - i ^ -  f 2/ ( -  1)— "
o a=o /i= -i ~r i )

• C(lp ,lq, A; 0,0,0) C{lp ,lq, A; -  mp, m?, -  ji) exp{itf>2 jf}  . (90)

Wegen der Regeln für die Clebsch-Gordon-Koeffizienten gilt wiederum, daß die //-Summe nur das Element 
fi =  mp — mq=  M hat, sowie

Amin — A ^  Amaxi ^A =  2 ,
[0 wenn | M | -f- | lp — lq | gerade , 

wenn | M | -f | lp — lq \ ungerade,Amin =  M ax(|Jf| +  V,\lp — lq\); v =  j J 

Amax— lp ~f" lq •

(91)

Gleichbedeutend mit der v-Bedingung ist v —
[0 wenn | M | +  Amax gerade, 
[1 wenn | M | +  Amax ungerade.

Mit der Abkürzung
T \ q =  (1/(2 A +  i))C (lp,l t ,X; - m p,m q,- M ) C { lp ,lq,X \0,0,0) (92)

wird unter Verwendung von normierten zugeordneten Kugelfunktionen 1. Art
oo Am„

U*pq =  J dr1 V  V  (ri)* ex p { -  (Cp +  Cq) r1} ( -  l)mq Y2 T*pquA(r\ r*) 2 j/2/(2A +  1) W (c o s  <92). (93)
0 A = Amin

Um Ux auflösen zu können, wird ähnlich wie in (82) substituiert:
fi =  r x , dr1 =  rdx und r2 =  r , (94)

1 \xk wenn r1 <  r2, 
Uxir1, r2) =  <r wenn r1 >  ri

und das z-Integral aufgespalten:
Upq(r, 9 ) =  kp' V  rN 2  2 j/2/(2A +  l) W ( c o s  0) ( -  l)m« •

• [Jd ss"+ *exp{- r(Cp +  C«)*} +  J d a ;x ^ - ie x p { -  r(£p +  &)*}] • (95)
0 1



Wegen 0 ^  | lP - l q\ ^  X lq ^  N -  2 ist 0 <  2V -f A und 0 <  iV -  A -  1. (96)

Damit sind beide ar-Integrale lösbar (Anhang 6). 
Mit den Definitionen a =  r (£p -f- Ca),

1 oo
Ev(a) =  jx ve~<*-x dx =  v!/ar+1 — e(v;ct), A,(at) =  JV e-« * är =  e(v; a) (97)

o 1
erhält man dann

0) =  ( -  1 )m<kp'k q'r»  2  T ^ 2 / 2 / ( 2 X +  1) ^ * ( c o s ö )  [**+*(«) +  ^ -A - i(a ) ] . (98)

Unter Verwendung dieses Potentials kann nun das Integral I Ct H berechnet werden, wofür sich wieder 
elliptische Koordinaten gut eignen. Dabei hängt die Transformation in elliptische Koordinaten davon ab, 
an welchem Kern %P und %q lokalisiert sind (vgl. Definition von xp , xq in (52)):
r =  (Rj2) (£ +  xprj), a =  (R/2) (Cp +  £ff) ( |  +  xp rj) =  gR(g +  xpV), cos0  =  (1 +  *„£»?)/(£ +  xp i?). (99)

(56)
Mit der Abkürzung

(und somit, vgl. (56), lc'" =  lc ]/(« — m)!/(Z +  m)!)
lautet dann das in elliptische Koordinaten transformierte Potential

Upq(P,ri*) =  ( -  1 ) -  ^  kp lcq(£ +  2  T \ a  j / g X T T

• W  {tfjr+afeatf +  *„»?)] +  An-X-^QR^ +  XPT))]} (101)
\ £ -r xP V /

und die Coulomb- und Hybridintegrale

I C»H =  fd£ JAr, J d 0  (Ä/2)3 (|2 _  Upq ^  ^  ^  0) 7?> 0) exp {— i&M } . (102) 
1 - 1 0

Zur Berechnung der geschweiften Klammer in (101) siehe Anhang 10, (16). 
Mit den unnormierten zugeordneten Kugelfunktionen P im und

Zp,«mex(£, y) =  (£ +  w ) " ' - 1 ex p { - 1R £P (£ +  xPfj)} V "  p t A W ^ Ü )\  s -r xPV )
=  XP^im^(£,ri,0)(Rl2) + i ] / 2 ^ ^ V{ - i m p 0} [vgl. (53)] (103)

wird

I Ci'H =  J d / j V / d ^ d 2 -  t]*) Upq(£, rj) J r (ff rj) V) exp{itf>(T mT± m s -  M)} -1/2n .  (104) 
1 - 1 0

Die ^-Integration liefert die Existenzbedingung M =  =f (mr — ms). Für die J c,'ff-Integrale lautet sie 
M =  — mr -f- ms und ist wegen M =  mp — mq =  0; mr — ms stets erfüllt.

Für die KCt,H-Integrale lautet sie M =  mr — m8 =  mp — und ist wegen mp — mT\ mq =  ms eben­
falls stets erfüllt. Somit wird

=  J df  Jd^(|2  _  vz) Upq(£, fj) ir(£, V) X*(£> V) • (105)
l - l

Die verbleibenden zwei Integrationen werden numerisch nach der Gaußschen Methode durchgeführt. Die 
dafür erforderlichen Integrationsgrenzen — 1 und -+- 1 sind für die ^-Variable gegeben, und für die Variable 
erhält man sie durch die Substitution

* 1 + ß  d f - ^ d 1,1 £ 1 .  (106)l - ß t '  ße  ' s ß + 1



Dieses ß ist nicht mit der gelegentlich verwendeten Linearkombination der ^-Parameter zu verwechseln. 
Es stellt vielmehr einen der Rechnung vorzugebenden Abschneideparameter für £ dar:

An der oberen J-Grenze gilt | max =  (1 -f /?)/(1 — ß). Für ß =  0 gilt £max =  1 =  £min und das Integral 
verschwindet; für ß -> 1 gilt | max -> oo. Die Substitution (106) sorgt gleichzeitig für eine wünschenswerte 
stärkere Bewichtung des kernnahen Bereiches £ > 1.

Die Verwendung der Gauß-Laguerreschen Quadraturformel für das £-Integral, die die Substitution und 
das Abschneiden bei £max vermiede, hätte den Nachteil, daß zwei Tabellen von Stützstellen und Gewichts­
faktoren benötigt würden.

Allgemein wird die Gaußsche Integration nach der Formel
+ 1 n„

2  u>if(li) (107)-1 i= 1
durchgeführt, mit den Stützstellen rji, die aus den Wurzeln der Legendre-Polynome vom Grade n und den 
Gewichten Wi, die mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems bestimmt werden9. 

Die ^-Integration erhält nach der Substitution die Form

=  Ä X T  2  wi t i 29(£<)> (108)1 P ~r 1 i = i
worin & =  (1 ß)j(i — ßti) und die Stützstellen sind. Als Ergebnis beider Integrationen erhält man 
schließlich

I C- H =  2  4  A  2  ~  U (£<, rji) £i2 (£,2 -  t f ) . (£<,*?;) Vi) • (109)
t=i Ä 1 + p  7=1 4

Analysis der Austauschintegrale

Die noch fehlenden Zweizentrenintegrale, die Austauschintegrale, können in elliptischen Koordinaten 
bis auf eine Integration analytisch integriert werden. Die zu berechnenden Integrale lauten:

IX =  \K*\ =  ^  dvl dv2 7iT I*1 ^  Xr2 X*2 • (HO)
Dabei sind die Xp und %q, wie auch die yr und %s an verschiedenen Kernen lokalisiert.

Die Elektronenwechselwirkung kann in elliptischen Koordinaten durch die Neumann-Entwicklung 
dargestellt werden (Anhang 8, 9)

i -  =  4 l  2  ( - ^ ^ ^ - ^ ( n ^ ^ ^ W ^ ^ e x  p { i / i ( 0 i - 0 2)}. (111)

Hierin sind £> =  Max(f1, £2), £< =  Min(£i, £2), P f  (£), die unnormierten zugeordneten Kugel-
funktionen erster und zweiter Art für £ >  1 und die normierten zugeordneten Kugelfunktionen
erster Art für | r\ | ^  1. Im folgenden wird für q und 5 die Beziehung (Anhang 2,36) 0>im{x) =  (— 1)OT &r m{x) 
ausgenutzt. Das Austauschintegral in elliptischen Koordinaten lautet dann

ix  =  4  V " - J d ^  Jd<Z>i((£i)2 -  (rji)2) Jd£2 jd>/jd<Z>2((£2)2 -  (rj2)2) • 
-ft 1 — 1 0 1 - 1 0

• ( y j  6 &  +  (f1 -  (£2 +  ^2)nr_1 (£2 -  v2r ~ l

ex p { - \  RCp (£* +  exp{— £ (I1 -  i?1)} e x p { - £ i?£r (£2 +  r?2)}
e x p { - i i ? C ,( l2 - r ? 2) } - ( - i r e+m' 

1 °° * (A -w )!
exp{— t'(mp -  mq) 0 1} exp{T »(mr -  ms) <Z>2}^2 2 _ (-  *)" (A +  Af)!

Xpt*-"*™*-» iV(£<) &"(£>) ^ V fo 1) ^ S W  exp {ifi0i} exp{— i[i4>*} . 
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Dabei wurden die Definitionen

f 1 wenn p an a und q an 6) , , . . .  , . , 
und xva =  s . , j  ) lokalisiert sind^  [— 1 wenn p a n  6 und q an a J
benutzt. Entsprechendes gilt für xrs •

Bei einer anderen Verteilung der STO auf die beiden Kerne, z. B. baab, führt die Substitution S\ [vgl. (42)]
- l

rj1^- — rj1 im einzelnen zu rj1' =  — rj1, dr)1' =  — dr)1 und J. Der zweite und der dritte Effekt heben
+ i

sich gegenseitig auf. Nach der Umbenennung rj1' -> rj1 haben sich die Vorzeichen aller rj1 im Integranden 
geändert. Diese Änderung soll aber für ̂ xHv1) nicht stattfinden und muß durch den Faktor xpqx~ß rück­
gängig gemacht werden, da ^ ^ ( —rj) =  (— 1 Y '^ ^  xu(j)) ist. 

Die 0-Integrale liefern wieder die Existenzbedingungen
H =  rnp — mq =  =f (rar — ms) .

Für J x gilt mp =  mq und mr =  ms. Damit sind die Bedingungen stets mit /u =  0 erfüllt. 
Für Kx gilt mp =  mr und mq =  ms, und die Bedingungen sind ebenfalls erfüllt. 
Zwei weitere Folgerungen betreffen die Summe und die Reihe:
1. Die //-Summe hat nur das Element // =  mp — mq — M .
2. Die A-Reihe geht erst ab \M \.
Da M ^  0 benötigt wird, müssen gegebenenfalls alle vier m-Vorzeichen geändert werden. Mit

(C* +  Cff); e'* =  ££(Cr +  Cs), ßn =  \ R £ p - C ff), ß'n =  * R (Cr - C«)
[vgl. (56)] vereinfacht sich das Austauschintegral dann zu

4 oo (X — MV °° +1 00 +1
IX =  kp"'+kq" '-k r"'+ks"'- 2  (xpqXrsV-M ( -  1)M . , f d£i jd rj1 jd P jd r)*R X = M \A JxL)\ j _1 ! —l

• (I1 +  r)1)"* (I1 -  r)1)11" (£2 +  r)* r (£2 -  rj2)n' PxM(£<) QxM(£>) ( -  l)m<+wl* (114)

• exp{— exp{— q'r  £2} ex p { -  ßnrj1} e x p { - ß'Rr)*} ^ ( r j 1) ^ M(r]2) .
Mit der Summenentwicklung der zugeordneten Kugelfunktionen erster Art (Anhang 2, 19)

Pim - ^ r 1  =  {(I2 -  1) (1 -  V2)}ml2 2  «Vm(l ±  Zr))l- m- 2v (£ ±  r])-l+2' (115)
\ ? ±  V I »=o

erhält man für das Austauschintegral

Ix =  (4\R) kp"'+kq" '-k r"'+ks" ' - { -  l)m' +m' I  Ixx (xpq*rsY-M , (116)
X=M

mit
iX — M)\ +1 oo +1

Ixx =  ( -  1)m VtTTTVT J J /  J dV2 p am(^<) <2am(I>) •

• (I1 +  V )M" (I1 -  i?1) -  (I2 +  y2)nr (I2 -  >y2)n'{((^1)2 -  1) (1 -  (r]1)2) ((f2)2 -  1) (1 -  (r?2)2)}^/2 •
Ulp-mp)l2] [</, + »,>/2] _

. 2  2  (OlpTnp (Ol"mQ (1 +  l l^ l)^ - " 1" -2"? (1 _  £1̂ 1)11+1*9-2** (£1 -j- + (£1 _
»-p = 0 »„ = 0 

Ulr-mr)l2] W.+m.)l2] _
• 2  2  (Ol;rmr CO1;™-(1 +  £2rj2)l' - m' - 2v' (1 -  £2^2)1. + ».-2». (|2 _f_ rj2)-lr+ 2.r (£2 _  ??2)-/. + 2r. (U7)
»v=0 v, = 0
• exp{— ^ l 1} ex p { - £2} exp{— e x p { - ß'Rr)2} ^ a ^ ^ 1) • 

Dabei ist m =  — m.



Mit den Definitionen N =  np +  nq, N' =  nr -f ns [vgl. (49)] und Sammeln aller Terme mit (£ ±  rj) und 
(1 ±  kann man diese als doppelte Potenzreihe in den £ und rj schreiben, wobei die durch Koeffi­
zientenvergleich erhalten werden [vgl. auch (59)]

N-M N-M
2  2  < 9j(^ )n f t1)' =  2  <»\T' <»lC  (1 +  t 1 r)i)l>-m>~2"

n = 0 7 = 0 »p.»« . (1 _  £1 )'« + »»«-2*,, + (£1 _  jyljn® —i« + 2rj (118)

Ein entsprechender Ansatz gilt für die Größen mit den Indizes (2, r, 5). 
Auf die Berechnung der a^J-Matrizen wird im Anhang 5 eingegangen.
Damit ist das Integral faktorisiert und das ^-Integral kann berechnet werden, für das folgende Ab­

kürzung eingeführt wird:

B}*"(ßR) =  U v 1 W e x p l - ^ T y iK l  -  (rji)*)*"2 - (119)
-1

Für den Sonderfall ßR =  0 ergibt sich hieraus ein Abbrechen der A-Reihe bei N: 
Man kann nämlich schreiben (Beweis im Anhang 9):

j+M
(1 -  rj*)**/* AjMi&^ir]), (120)

l=M
mit geeigneten Koeffizienten AjMl.

Wird jetzt auf beiden Seiten mit multipliziert und von — 1 bis -f-1 über rj integriert, so ergibt sich
j+M +1 j+M f j  MX für M <  ? .< j  M ,

BjM*(0) =  Z A JMi jd r]0>xM(ri)0>lM(r]) = Z A }MiöXi =  '  ,  ~  (121)
l=M -1 l=M sonst.

Wegen j fS N — M folgt insbesondere X ^  N. Es ist also
Ikx =  0 für ß =  0 und X >  N . (122)

Mit der Entwicklung (Anhang 2, 19 und 34) der zugeordneten normierten Kugelfunktionen, der Be­
ziehung (Anhang 2, 36)

&xM(ri) =  ( - l ) M0,x-M(r]) (123)
und der Abkürzung

Cm  =  \/(2X +  l)(X +  M )\l2 (X -M )\ (124)
lautet das ^-Integral allgemein

[(X + M)I2] _ + l
BjMHßn) =  ( -  l)MCm  Io j,™  jd r]H ^ y +x+M- 2'e x V{ -  ßRrji} . (125)

r = 0 -1
Es gilt (Anhang 6, 5) für ßR * 0 und r =  j +  X +  M — 2v

f dVrj'e x p { - ßRTj} =  r! 2  [ ( -  l)'exp{/SÄ} -  ex p { - ßR}]ji'\ßRr+l~'' =  ( -  l)'+i e(r; -  ßR) -  e(r; ßR)
-1 r'=0

(126)
und für ßR =  0

2
für r gerade+ i

J dr] rjr =  < 
- l

r +  1 ° (127)
0 für r ungerade.

Damit ist für ßR * 0
[(X+M)l 2]_

BjMX(ß] =  ( -  1)M CXM 2  «>rXM ( ( - l ) r+1e(r; -  ßR) -  e(r; ßR)) , r =  j  +  X +  M -  2 v , (128)
►=o

für ßR =  0

( 2
-------  für i 4- X 4- M gerade
r + 1  1UF ? +  /  +  (129)»=o 0 für j +  X +  M ungerade,



und man erhält
(7 — M)' N~M N'-M N'-M

^ - ( - l ^ T T X W  2  2  2  I ^ B j M X ^ a ^ ß j M ^ )  -f- M)\ n = 0 , = o n' = 0 j'=0
oo oo

• J d£i j  d£2 P^(£<) & m(£>) (d 1)2 -  1)M/2 ((£2)2 -  l ) ^ 2 (I1)" (S2)"' ex p { - £1} exp{— ßR' £2} . 
l l

Zur Durchführung der ^-Integrationen wird das £2-Integral aufgespalten

fd £ 2 P aM(|<) QxM(£>) =  QaM(| 1) J d£2 p AM(̂ 2) +  p ^ t f i j / d f *  (131)
1 1 fl

und mit dem zweiten Integral folgende Umformung (Anhang 7) vorgenommen

f d | l  fd£2/(£l, £2) =  fd£ l Jd£2/(£2, £1) . (132)
i f1 l i

Somit ist unter Verwendung der Produktregel für Differentiation
(7 _  M)t N-M N-M N'-M N'-M oo Q.M(tl) d

.2  2  n2  f 2 . V B r w w w W y ^ . ^  (133)

((£2)2 _  l)* /« (P )»erp{- ^£2} J d£2pAM(£2) ((£2)2 _  1)^/2 (£2)«' exp{ _  e'Ä£2} .
1

Mit der Beziehung
d / W £ 1) \  ( _ i ) M (A +  lf)!

(134)
d£i V ^ ( £ x) / a  -  M )! (1 -  (£1)2) [P ^ (£ i)]2 '

wobei eine Wronski-Beziehung zwischen P XM und QxM ausgenützt wird (Anhang 3) und partieller Integra­
tion erhält man

(2 _  J f  \ I N-M N-M N'-M N'-M
/ ^  =  (_ i)3 f  ; 2  2  2  K f W ^ K r T O

r n  M(4i) fi
• l ^ f i y  { d |2 P *M(|2) ((|2)2 - 1] (|2)n' exp{~

• Jd£2Pam(£2) m  -  1)M/2 (£2)nex p { - ßRI2} ir  (135)
l

OO / Jlf)! I1

- / dJ1 ( i - J 0 i ( i  -  ( P ) » ) [ W ) P  / df  ™  -  "  m " exp{-

1
Der ausintegrierte Anteil verschwindet, da für £x -> oo die beiden £2-Integrale wegen exp{— Qr£2} kon­
vergieren (qr  >  0 ist stets gegeben) und QxM(£1) 0, Pam(£x) ->°° geht, sowie für £x -> 1 das Integral 
gegen Integrand (£i). (£i — 1) strebt (Mittelwertsatz der Integralrechnung), und somit gilt: Ausintegrierter 
Anteil const [(£i)2 — 1]^ • (£i — 1)2. P AM(£i) • QxM(£l) -> 0. Es bleibt nur noch der zweite Summand in 
der geschweiften Klammer übrig, so daß das Integral sich vereinfacht zu

j x _  ~ „  Fx»M(P,ßR,Q R)Fx»'*(P,ß'Rte'R)
x * m t - m p f m v  ' 1 }

worin
N-M N-M l1

FxNM(^,ßR,QR) =  2  2 <  BjMHßR) Jd£2P ^ ( £ 2)((£2)2 -  l)M/2(£2)n e x p { -^ £ 2 } . (137)
n = 0 3=0 1



Mit
(A +  M)\
{X - M)\ 

{X +  M)\ l(X + M)l 2]
((£2)2 -  1 )~M'2 ^  0)V*M(£2V+M- 2V

v = 0
(Anhang 2, 27 und 28)(X -M )\

kürzen sich die Faktoren ((£2)2 _  i)±-M/2 un(j eg ^ ( j ;
n  _L MV I(A+3f)/2] _ f1 

ßR, Qr) =  2  a n  B ^ ( ß R) 2  J d|2(£2)n+A+M-2, ex p { -  ^  t 2} .
n,j \A — M)\ V=Q i

Mit der Definition

qnNM*(ßR) =  2  <  [und q' für (rs)]
7 = 0

wird

F x ^ i^ ß R ^ R )
(X +  M ))N~M H*+M)l2] _ ll

71-----77TT 2  qnNMHßR) 2  ^  J d£2 ex p { - ßR £2} (£2)W+A+M-2r— M)l n = 0 „=0 t

(139)

(140)

(141)

Das £2-Integral läßt sich integrieren (Anhang 6, 6)
'  exp{— pß} — ( |1)r'exp{— ^ ä I1}

! nS+l-r'r ! qr =  e (r ;eR) - ( P ) r + i e( r ;P e R), (142)J d£2(£2jr exp { qr  £2} =  t 2
1 r' = 0

mit r =  n JrX -\-M  — 2 v . 
So erhält man (I1 -> £)

(A4-i f ) ' N~M U*+M)l2] _ 
FxNM(£\ ßR, Qr) =  -- -----~  2  qnNMX(ßR) 2  0>vM (e(r; gR) -  e(r; ,(X — 1VL)\ n = 0 „ = 0

und
7 FxNM(£, ßR, qr) Fxn 'm(£, ß'R, q'r) 

A — J d f [(A—Af)/2]
1 (I2 -  1 )1+M [ 2  £A-M-2»"J2

v = 0
Die verbleibende Integration über £ geschieht numerisch nach der Simpsonschen Regel9

(143)

(144)

b h 4Ä 2Ä
7 =  //(* ) da: =  -  /(* 0) 4- "g" /(*i) +  y / N  +

4Ä Ä
+  - 3 - / ( ^ . - 2 ) +  j f ( z N x-i) +  R , (145)

wobei Nx =  die ungerade Zahl der Simpson-Punkte,
xk =  a +  kh\ k =  0 , l , . . . ,N x - i ;  h — (b — a)/(Nx — 1),

1 (b -  o)5
R = -

und x irgendein Punkt im Intervall [a, 6] ist. 

Nach Einführung der Simpson-Gewichte sk:

180 (Nx -  l)4 r \ x )

(146)

(147)

h
sk =

1 bei k =  0 und k =  Nx — 1, 
4 bei k =  1,3, . . . ,N X — 2,
2 bei & =  2 ,4 ,.. . ,  Nx — 3

lautet die Simpson-Formel:

) f ( x ) 6 x = Z 8 kf(xk) +  R .
a k = 0

Die obere Integrationsgrenze wird, ähnlich wie bei 
den C, //-Integralen (106), durch Kernabstand R 
und Abschneideparameter festgelegt [ß ist der

(148) gleiche Eingabeparameter wie in (106), nicht zu 
verwechseln mit der Abkürzung für — £?)}.

£max = (1 4 -  ß)l(l -  ß) =  (2 tf max +  R)/R • (150)

Bei der numerischen Integration ist es nützhch, den
(149) £-Bereich bei £ > 1 stärker zu berücksichtigen als 

bei £ —> 00.



Da die Simpsonsehe Methode aber gleich große 
Intervalle verlangt, muß vorher eine Substitution 
vorgenommen werden:

1 1 fm.x i
, =  - ,  d t = - - - d £ ,  j f (£ )d £ =  j £ 2f(£)dt. 

ff ff 1 tmlD
(151)

Damit ist
2 ß'max— 1» fmin— l/£max, h- o\ txr i\(1 +  P) (JSX — 1)

t k = t m&x- h k ,  k =  0 , i , . . . ,N x -  1, (152) 
1/1» = 1 /( 1 - A 4 ) .

Die untere Grenze des ^-Integrals kann durch 
folgende Grenzbetrachtung bestimmt werden.

Aus der Rodrigues-Formel (Anhang 2, 26) für 
Pim(£) und ra <  0,

1 / d V+'

folgt
2l l! (£2 -  l)»/2

( ä
(£2 _  i ) i , (153)

Pim( £ ) -> (£ -  l ) |m/21 -const. (154)
l-i+o

Wegen P r m ~ gilt dieses für jedes m =t= 0 
[P,0(1) =  1].

Für das Verhalten von F XNM bei £ -> 1 folgt hier­
aus und dem Mittelwertsatz der Integralrechnung, 

b
jf(x)dx  =  f(x')(b — a), a ^ x ' ^ b ,  (155)
a

nach (137):
F XNM(£, ßR, qr) (£ -  1) (£ -  1)MI2+M'2 const, 

I—i+o
->0 wie {£ -  l)^ + i. (156)

Daraus folgt schheßlich für den Integranden von 
Ixx  nach (136):
F XNM{£, ßR, Qr) F xn 'm(£, ß'R, q'r)

(|2 _  1) [PaM(|)]2
- > { £ -  ip+ 1 - const. (157) 

{—1 + 0
Der Integrand verschwindet ako für £ =  1. Daher 
wird die Simpson-Integration, die für die Grenzen 1 
und £max ausgelegt ist, bei der Summation nicht ab 
Je =  0, sondern ab k =  1 gebildet.

Bei der Simpson-Integration werden formal Aus­
tauschvektoren eingeführt

EVpq{k) =  { - \ r , y ^ k p"'+lcq'"-Kv<iK-M (158)

FxNM(£k,ßR,QR)
[(X-M)/2]

2covXM£kx-M~2r
r = 0

, k = l , 2 , . . . , N x - l

Das Integral kann dann [siehe (116), (143), (144)] 
in der Form

2  ^ 2 wM(k)EVpq(k)EVrs(k) (159)
X=M k = 1

mit
WM(k) =  Sk£k2/(^2 _1)1+M

geschrieben werden.

Diskussion

Die vollständige analytische Integration der Ein- 
und Zweielektronen-Einzentrenintegrale sowie die 
der Einelektronen-Zweizentrenintegrale ist für die 
Slater-Funktionen aus der Literatur bekannt. Trotz­
dem wurden diese Integrale hier nach einer pro­
grammtechnisch einheitlichen Methode zusammen 
mit den Zweielektronen-Zweizentrenintegralen be­
handelt. Damit ist es möglich, sämtliche für die 
Berechnung zweiatomiger Moleküle notwendigen 
Integrale in einem einheitlichen Programm zu be­
rechnen.

Die Analysis der Zweielektronen-Zweizentren­
integrale unterscheidet sich von bekannten6 da­
durch, daß sie für Slater-Funktionen mit Hilfe 
elliptischer Koordinaten die Austauschintegrale auf 
eine einzige numerische Integration reduziert. Mit 
Hilfe von bipolaren Koordinaten ist dies anderen 
Autoren inzwischen auch mit den Coulomb- und 
Hybridintegralen10 gelungen.

Anstelle der Slater-Funktionen werden viel häufi­
ger Gauß-Funktionen als Basisfunktionen verwen­
det. Mit Gauß-Funktionen lassen sich zwar die 
Zweizentrenintegrale vollständig analytisch inte­
grieren, wie auch die Mehrzentrenintegrale, jedoch 
sind größere Basissätze erforderlich als mit Slater- 
Funktionen, um dieselbe Genauigkeit zu erreichen. 
Einige der bekanntesten Schulen, die mit Gauß- 
Funktionen arbeiten, sind die von Pople und Mit­
arbeitern3 und von Preuss und Mitarbeitern11.

Die vorliegende Arbeit bildet die Grundlage für 
ein Programm zur Bereitstellung der Integrale für 
ein SCF-Programm, welches die Berechnung von 
Energien, auch angeregter Zustände und anderer 
Eigenschaften zweiatomiger Moleküle gestattet.

Eine Weiterentwicklung dieses Arbeitsprogramms 
kann in verschiedenen Richtungen erfolgen, deren 
Methoden dann auch wieder miteinander gekoppelt 
werden können. Außer der Weiterführung der ana­
lytischen Integration können in der benutzten Nä­



herung, welche die magnetische Wechselwirkung 
vernachlässigt, anstatt atomarer Einelektronen­
funktionen als Basisfunktionen Zweielektronen­
funktionen benutzt werden12. Dadurch kann die 
Korrelationsenergie zwischen den Elektronen besser 
berücksichtigt werden. Während zunächst diese 
Theorie für starke Orthogonalität zwischen den 
Zweielektronenfunktionen entwickelt wurde13, ist 
sie inzwischen auf schwache Orthogonalität erwei­
te r t14. Der andere Grenzfall vollständig entarteter 
Zweielektronenfunktionen, auch „identische Gemi- 
nale" oder „Biorbitale" genannt15, liefert Wellen­
funktionen für die Theorie der Supraleitfähigkeit.

Eine Weiterentwicklung, die eng mit dem vorste­
henden Arbeitsprogramm zusammenhängt, ist die 
Berechnung von Mehrzentrenintegralen. Obwohl 
ein umfangreiches Schrifttum über Mehrzentren­
integrale mit Gauß-Funktionen vorhegt, finden in 
jüngerer Zeit Mehrzentrenintegrale mit Slater- 
Funktionen zunehmende Beachtung16.

Weiterhin kann die bisher zugrunde gelegte Nähe­
rung verlassen und magnetische Wechselwirkungen 
in Form von Spin-Bahn- und Spin-Spin-Wechsel- 
wirkungen mit berücksichtigt werden17.

Schließlich kann auch die Entkopplung zwischen 
der Elektronenbewegung und der Kernbewegung 
aufgehoben werden. Das führt u. a. zu Effekten, die 
bei den Van der Waals-Wechselwirkungen auf­
treten18.

Wir möchten an dieser Stelle Herrn Prof. W. Dö­
ring für sein Interesse und die Möglichkeit, diese 
Arbeit am I. Institut für Theoretische Physik der 
Universität Hamburg durchzuführen, unseren Dank 
aussprechen. Die Herren dieses Institutes waren 
stets zu Diskussionen bereit, insbesondere Herr Dr. 
H. Freese gab wertvolle Hinweise zur Durchführung 
der Integrationen. Für die Programme, deren Grund­
lage die vorliegende Analysis darstellt, dürfen wir 
das Rechenzentrum des Deutschen Elektronen Syn­
chrotrons (DESY) (zur Zeit IBM/360-75 und -65) 
benutzen, wofür wir dem Direktorium des DESY 
sehr dankbar sind.

Weiterhin verdanken wir Dr. A. C. Wahl von 
dem Argonne National Laboratory die Bereitstel­
lung eines Programmes über Berechnung zweiatomi­
ger Moleküle, das für eine CDC-3600 in Fortran ge­
schrieben war, und für seine bereitwilligen Aus­
künfte über theoretische und programmtechnische

und für kartesische Koordinaten
x =  \ R  |/(£2 -  1) (1 -  rj2) cos0 , y =

Detailfragen. Herr M. Suchanek übertrug das Pro­
gramm auf die IBM/360-75 von DESY. Das über­
tragene Programm diente als Ausgangspunkt für 
die vorliegende Arbeit.

0. Hell erhielt von der Institutsleitung des BP- 
Institutes für Forschung und Entwicklung ein 
Stipendium und H. Knof die Möglichkeit, diese 
Arbeit zu betreuen, wofür wir beide unseren be­
sonderen Dank aussprechen möchten.

Anhang 1

Elliptische Koordinaten

Bei zweiatomigen Molekülen eignen sich neben 
den räumlichen Polarkoordinaten zur Berechnung 
von Einz ntrenintegralen besonders auch die ellip­
tischen Koordinaten19 des gestreckten Rotations- 
ellipsoides zur Berechnung der Zweizentrenintegrale.

Der Ursprung der elliptischen Koordinaten wird 
dabei in die Mitte der Kernverbindungsachse gelegt 
und die beiden Brennpunkte fallen mit dem Ort der 
beiden Kerne des Moleküls zusammen (Abb. 2). 
Die Koordinaten sind dann rotationssymmetrisch 
zur Molekülachse, der 2-Achse. Dia Koordinaten 
sind durch die folgenden Beziehungen mit räum­
lichen Polarkoordinaten verknüpft:
£ =  (ra +  r b)jR, r) =  {ra -  r b)jR, 0  =  0 a =  0 b,{\)

mit 1 ^  £ <  00, — 1 ^  rj ^  1 und 0 ^  0  ^  27t. 
Die entsprechenden reziproken Beziehungen lauten:

ra = \R { £  +  rl), r b =  \ R { £ - r ]),
cos6a = ( i + Z r ])l(t +  rj),
cos<96= ( l - £ r ? ) / ( £ - » 7 ) ,  (2)
s in 6 a =  / ( f 2- l ) ( l - * 7 2)/(£ +  V) , 
sin 6 b =  y { p - l ) { l - v*)l(£ -  V) .

^ R j/( |2 — 1) (1 — rj2) sin0  , z =  \R £ r 1. (3)



EIGENSCHAFTEN ZWEIATOMIGER MOLEKÜLE 

Die Differentialbeziehungen zwischen den elliptischen und den kartesischen Koordinaten lauten

d(s,y,z) j j? £ n /
- ^ f ^ c o s * ,  - f  y (|« - l)  (!-,■) sin <2> 

<*>, f  cos (4)

2
Ä | 
2

Dann lauten die Darstellungen der verschiedenen Operatoren wie folgt: 
die Verschiebung hx dx längs der Achse x bei einer Variation da;

H l ) 2»  » - f f l * - ™ - » -
das Volumenelement

d V =  (Ä/2)3 (|2 _  V2) dv d 0  , 

der Nabla-Operator (x sei der Einheitsvektor längs der Achse x)
2

der Laplace-Operator
62

A

rj 2 Öf 

2£ 3

1 -  rj2 
??2

I-772 32

£  j/( |2 -  1)(1 _  rj2) ' 

2 t ] d  1 02
£2 _  ß|2 f  £2 _  v2 ö|  f  £2 _  ^ 2  |2 _  ^2 ^  (|2 -  1) (1 -  7^) ß02

(5)

(6)

(7)

(8)

Weiterhin lauten die Oberflächendifferentiale fol­
gendermaßen :

d£„,*(£) =  (i?/2)2 j/fl2- ^ )  (£ 2 _ 1)d/? d<Z>, (9)

|  =  const: Oberfläche eines gestreckten Rotations­
ellipsoids,

dS& (V) =  (Rß)2 / ( I 2 -  rj2) (! -  V2) d£d0 , (10)
rj =  const: Oberfläche eines einseitigen 

Rotationshyperboloids,

=  h r
R \2

d|dr?, (11)\ 2 / (£2 _  1) (1 _  ^2)

0  =  const: Halbebene.
Die Differentiation längs einer Normalen auf 

einem Ellipsoid lautet:

A -  2 1 9
ö» R [ tj2 — rj2 ' K '

Anhang 2

Kugelfunktionen

In diesem Anhang werden die benötigten Defini­
tionen und Eigenschaften der Kugelfunktionen und 
der daraus abgeleiteten Funktionen zusammen­
gestellt, insbesondere auch für negative m-Werte, 
die in der Theorie der Moleküle wichtig sind. Es war 
den Autoren leider nicht möglich, in der Literatur

eine einheitliche Darstellung aller hier benötigten 
Beziehungen zu finden19' 20' 21. Während Einigkeit 
über die Definition der Legendre-Polynome (un- 
normierte Kugelfunktionen erster Art) besteht, gibt 
es für die anderen Kugelfunktionen, besonders bei 
negativer Ordnung m, Argumenten >  1 und allge­
mein den Funktionen zweiter Art, Qnm, unter­
schiedliche Definitionen. Deshalb werden alle be­
nötigten Beziehungen angegeben, obwohl die Dar­
stellung dadurch ausführlicher, als sonst üblich, 
wird.

1. Die Kugelfunktionen erster Art, P n, auch Le­
gendresche Polynome genannt, sind Lösungen der 
Legendreschen Differentialgleichung
(1 _  X2) y" _  2xy ' +  n(n +  1) y =  0 , (1)

n ^  0 , ganz, | x \ ^  1 .

Die Polynomdarstellung lautet
1 W2] (— 1)" (2n — 2v)\ 

p n(x) = ^  12» „±o (n -  
1 [n/2]

=  2  ( - Dz v = 0

v)\v\(n — 2v)l 
n\ (2n — 2 v 

n

2v ?

Xn~2v (2)

die aus der Formel von Rodrigues folgt, 
1 / dPn(x) (x2 -  1)« .

2nn\ \dx
Die Stufenfunktion [a;] ist definiert durch 

x — \ < [ x ] < x  , [a;] =  ganz .



Diese Kugelfunktionen haben folgende Eigen­
schaften :
Orthogonalität

Qn(x) =

+ 1 2 
J Pn (X) P m (X) dx =  dum ^ ---j - t -_1 Li Tb ~p 1

(_  i)»2»n! / d \» 
dx) 
dx'

(2 n)\ 

(1 - x 2)" J

Symmetrie

Q (1 -  X'2)n + 1
(4) definiert werden. 

Zwischen den Kugelfunktionen erster und zweiter
Art bestehen Beziehungen der Art 
Qn(x)=Qo(x) Pn(x)

(5) » 1 
- 2  - P v - l ( x ) P n-v(x), (7)

v=l V2. Die Kugelfunktionen zweiter Art sind ebenfalls . .. _TT , . _ . , , , . . 
Lösungen der Legendreschen Differentialgleichung. und die Wronski-Beziehung (vgl. Anhang 3)
Sie können durch das Integral (1 — x2) [ P n Q'n — Qn P 'n] =  1 ,x =t= 1. (8)

P n ( - x )  =  ( - l ) n p n(x).

3. Die zugeordneten Kugelfunktionen erster Art, P nm, und zweiter Art, Qnm, sind Lösungen einer der 
Legendreschen Differentialgleichung ähnlichen Gleichung

(1 — x2)y" — 2xy' +  [to (to +  1) — m2/(l — x2)]y =  0 , n, m ganz, to ^  0, —n ^ m ^ n ,  (9)

und gehen für m >  0 aus den Kugelfunktionen durch Differentiation hervor,
P nm(x) =  (1 - x 2)m'2(djdx)m P n (x), m ^  0 , (H))

Qnm(x) =  (1 -  x2)m/2{d/dx)m Qn(x), m ^ O , \x\ <  1 . (11)

Für alle m, | m | to, gilt die Rodrigues-Formel

1 / d \ n+m , , Pnm{x) =  ——-(1  - x 2)m'2l \ (x2 - l ) n , \ x \ (12)
2wto! \d:r /

Die zugeordneten Kugelfunktionen erster Ar besit en entsprechende Eigenschaften, wie die Kugelfunk­
tionen erster Art

+ 1 2 (w +  m)\J Pnm(r) P im(x) dx =  dm '-------- . (13)(2to +  1) (to — m)!

Für die Q nm{x) ergibt sich aus (6) und (11) ebenfalls eine Integraldarstellung:
(_ 1^2««! / H \n+m [ x Ax' )

p . ) ,  • ( i - » ) - / , y  ( C - ^ / I C T - ) ^ } '  i ' i < i4)

Zwischen den zugeordneten Kugelfunktionen gleichen Grades und entgegengesetzter Ordnung bestehen 
die Beziehungen

P n-m{x) =  { - \ ) ™ ^ ^ P n™{x), <g1} Qn-m{x) =  [^ i)m^ Z ^ L Q nm{x)t | ar | <  1 . (lö) 
(TO +  m)! 11 (to +  TTO)!

Für den Sonderfall m — 0 gehen sie in die Kugelfunktionen erster Art über

Pn°(x) =  Pn(x) , Qn°(x) =  Qn(x) . (16)
Die Ableitungen sind

+  M < I .  (is)

und



Aus der Formel nach Rodrigues (12) kann eine Polynomdarstellung der zugeordneten Kugelfunktionen erster 
Art abgeleitet werden

[(n-w)/2]
P nm (X) =  (1 _  x2)m/2 £  OJvnm xn~m~2v, | X | ^  1 (19)

» = 0
mit

( 1)" (2 w 2v)l =  ( - ^ m l _ / 2 n - 2 v \ / n  +  rn \/n \
2n(n — m — 2 v)l (n — v)l vi 2» \ n +  r» / \  n ) \v )  '

Zum Beweis ist zu zeigen, daß
1 / d \ n+m [(n-»n)/2]

- t  - t-  (x2 - l ) » = y 2  n Wvnm xn-m-2v (21)
n ! \dxJ ,±o

gilt.
Der Beweis erfolgt durch vollständige Induktion in m. Für m =  — n ist

t n (_ 1 T2n—2v
± .  (X2 _  1)» =  2  ( V r  ' Wn ! v=o (n — v)\v\

denn dieser Ausdruck stellt nichts anderes als die binomische Formel dar. 
Der Übergang m -> m +  1 gibt 

1 / d \n+m+1
TT! (d r )

d [(«—m)l2] (271 — 2v)l( — 1 )vxn-m-2v ^  [(»-m)/2] (2ti -  2v)! ( -  \)v xn-m-2v-\
de ,=0 (n — m — 2v)\ (n — v)\v\ w=0 [n — m — 2 v — 1)! [n — v)!vi

a) Für n — m gerade ist vmax =  (n — ra)/2, d.h. 2i>max =  n — m.
71 — 771 — 1

Die Differentiation ergibt vmax = ---- ~--------1 =

b) Für 7i — m ungerade ist vmax — [n — m — 1/2], d.h. 2 vmax — n — m — 1. 
Bei der Differentiation ändert sich vmax nicht. 
In beiden Fällen ist nach der Differentiation

W  =  [(» -  m -  i)j2 ]. (24)
Es gilt also

w T \d^/ ~  k=o ( n - m -  1 - 2 v ) ! ( » -  v)lvl ' ( '

das ist aber (21) für m +  1.
Gleichung (25) ist solange erfüllt, wie m n bleibt. Für m =  n führt erneute Differentiation nach (23) 

auf beiden Seiten zu Null.
Da der vorstehende Beweis |ar| nicht benutzt, gilt er auch für \x\ >  1. 
Die zugeordneten Kugelfunktionen können für | x | >  1 durch

1 / d \»+»n

definiert werden. Sie genügen auch der Differentialgleichung (9) und haben, wie oben gezeigt, die Summen­
darstellung

[<n-m)/2]
P nm (x) =  (x2 _  l)m/2 £  covnm xn~m~2\  \ X \ >  1 . (27)

» = 0
Abweichend von der Gl. (15) gilt jetzt jedoch

P n-'*{z) =  (n -m )\l(n  +  m )\'P» '»(x), \ x \ > i  (28)
und für die Ableitung

^ ■ " H ^ f - ' W  +  ^ V W .  1*1 > » •  <29>



Für die zugeordneten Kugelfunktionen zweiter Art, Qnm{x), gilt im Bereich >  1 die Definitionsglei­
chung

Qnm{x) =  _  l)«/2 (d/dx)» Qn(x), \x\ >  1 . (30)
/ _  n » 2 n w' / d \ n f 00 da:'

(2n)\ \cLr/ [ ' i  (x'2 — l)n+1j '

Auch sie erfüllen die Differentialgleichung (9) und haben die Eigenschaft
Qn~m(x) =  (n -m )\l(n  +  m)\- Qnm(x), \ x \ >  1 . (31)

Sie können durch das folgende Integral dargestellt werden:
(— l)n 2n w! / d \ n+m { 00 dx' )

(2 n )! (x'2 — l)n+1} ' (32)

und für die Ableitung gilt

W > » -  03)

4. Die normierten zugeordneten Kugelfunktionen erster Art, &,nm{x), werden wegen der Gl. (13) definiert 
als

Sie besitzen die beiden wichtigen Eigenschaften
+ 1
J ^ B»(x)^V"(*)d* =  <5Bl (35)

- l
und ^„-"»(z) =  ( - l)m^V*(x) für oder (x) =  (*) für | x | > l .  (36)
Weiterhin gilt die folgende Differentialbeziehung

i v M  -  -  T ^ * . -  (*> +  (1 "  ^  ^ r ^ ' "  +  ro +  "  für | . | £ i  (37)

oder A (x) =  (X) +  ^ » ± » + 1 ) . ä , , . » , w  für

5. Die Kugelflächenfunktionen werden in räumlichen Polarkoordinaten definiert durch
Ynm {0,0) =  &>n™ (cos 0) (1 / j/2*r) exp{i m 0} . (38)

Für die Kugelflächenfunktion gilt eine der Gl. (37) entsprechende Differentialbeziehung

A -  Ynm (0, 0) =  m ctg 0  Ynm (0, 0) -  ]/(n -  m) (n +  m+~T) Ynm+l (0, 0) e x p { - i 0} (1 ömn) (39) 
o (y

und für den Winkelanteil des Laplace-Operators
Ao Ynm(&, 0 ) = - n ( n  +  1) 7B™(0, 0 ) .  (40)

Zwischen den Kugelflächenfunktionen gilt die Orthogonalitätsrelation

f d 0  J d ö s in 0  Y?>(0, 0) Y?<(0, 0 ) =  dlpl9dmpnt. (41)
0 0 "

Anhang 3

Wronski-Beziehung

Die Wronski-Beziehung im Bereich >  1 liefert einen Zusammenhang zwischen den zugeordneten 
Kugelfunktionen erster und zweiter Art einschließlich ihren Ableitungen



(_ 1 )m (n i m\ f
P»» (*) Qn"' (x) -  Qnm (X) Pnm' [X) =  • (1)

Der Beweis wird durch vollständige Induktion geliefert. Man findet sehr einfach, daß

Pnm Qnm' -  Pnm' Qnm =  COnst • 1/(1 -  X2) ,

indem man die linke Seite differenziert und die Differentialgleichung ausnutzt. Indes macht das Aufinden 
der Konstanten Schwierigkeiten, weil es kein x, | x | >  1, gibt, für das man leicht alle 4 Funktionswerte 
Pnm (x), Pnm'(x), Qnm(x), Qnm'{x) hinschreiben kann. 

Es ist für m =  —n und | x | >  1

(_  n n \ oo Ax>

und damit gilt

00 dx'nx(x2 -  l)«/2-l J  _ _ _ _ _ _  _  {X2 _  l)-n/2-l (5)

p»-« — p„-»' — ( (n •
~  (1 -* * ) (»  +  »)! ' ( )

Für Übergang m - > m + l  und mit -K "̂1 für P nm oder Qnm gilt für m <  n wegen (2, 29) und (2, 33)
Knm+!(«) =  (a?2 -  1 Knm> - m x ( x 2 -  l ) " ^ ^ » » ,  (7)

=  [(a?2 -  1 )-1/2 w (n +  1) -f m (m +  1) (a;2 -  1 )-3/2] _  (x2 _  i )-i/2 (m +  i ) x (8)

und damit
Pnm+1 Qnm+1' ~  Pnm+V Qnm+1 =  [Pnm Qnm' ~  Qnm P nm'] (» - ! » ) ( »  +  »» +  1)] ,

Pm+1 Qm+V _  Pro+1' 0 m+1 =  J___ >__ v ' ' _Li (Q\
n n (1 — ar2) (w — (w +  1))! W

Die Gl. (9) ist bis m =  -f n erfüllt.

Anhang 4

Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Bei der Kombination von zwei Teilchen if{h,mi), tp(l2, m2) mit den Drehimpulsen Ii, und l2 und den 
Projektionen auf die Molekülachse (2-Achse) rai und rrii, die sich gemäß den Vektorgleichungen für den 
Gesamtdrehimpuls

l =  h  +  h  (1)
und für die Projektionen auf die 2-Achse

m =  «ii -f- m2 (2)

zusammensetzen, lautet die Gesamtwellenfunktion
h h

xP ( l ,m ) = 2  J .C (li,l2,l] w i,m 2,m) y(Zi,mi) y){l2, m2) . (3)
mi=—li mi = —Ii

Dabei treten die Clebsch-Gordan-Koeffizienten C (h ,l2,l ;  m \,m 2,m) auf, die unter anderem folgende 
Eigenschaften besitzen:

1. C(li, l2, l', »11, m2, m) — 0 wenn nicht m =  mi m2 gilt,
2. C (l\,l2,l \  mi,m2, m) =  0, wenn nicht \h  — l2 \ ^  +  h  erfüllt ist,
3. C{h, h , I ] 0, 0, 0) =  0, wenn nicht h  +  h  +  l =  gerade ist. (4)



Weiterhin gilt für das Oberflächenintegral dreier Kugelflächenfunktionen die Beziehung8 
J Y ^(ü) Yim(Q) dQ =  j / ( 2 / i+ l) ( 2 /a + l ) / 4 w ( 2 i + l ) .
471 •C(l1,l2 ,l;rn 1,m2,m )C (h ,l2 ,l;0 ,0 ,0 ) . (5)

Anhang 5

Die anj-Matrizen

Bei der Berechnung der Einelektronenintegrale in elliptischen Koordinaten treten Summen über Ausdrücke 
mit den Koordinaten f , r\ auf, die als doppelte Potenzreihe der £ und r\ geschrieben werden können:

N-xN-x [<,lp-m)l2][(lQ-m)l2]
2  2  a%qZnr]J =  2  2  + x p£ri)l' - m- 2»n = 0 7 = 0 vp = 0 v, = 0 " 8

• (1 +  xq£r))l° -m~2v«(£ +  xPr))n'>-l>>+2v'>-i {£ +  xqrj)n<~l<+2»«-i (1)
• (£ +  Xx-n)-* (I +  (£ -  Tj) • (f2 -  1)»* (1 -  7?2)™ .

Die Grenzen der Doppelsumme erhält man aus der Entwicklung der Ausdrücke auf der rechten Seite nach 
dem Binomischen Satz. Wegen 2 vp ^ l v — m und 2vq f^ lq—m gilt als untere Grenze 0 SS n, j und für 
die obere Grenze
n ,j m — 2vp +  lq — m — 2vq-\-nP — lp +  2vp — i -\-nq — lq -\-2vq — 1 — x + l  +  l +  2m

=  np nq — x =  N — x .

Die Koeffizienten anfi>xi werden dabei durch Koeffizientenvergleich gefunden.
Weitere «„/-Matrizen treten bei der Berechnung der Austauschintegrale als Koeffizienten einer 

(1) entsprechenden Doppelsumme auf:
N-M N-M [di,-mJ,)l2][(lQ + mtl)l2]

2  2  a™£nrjn =  2  2  (olv"m"col«m<>{1 +  £rj)l>-m>-2v>
n = 0 3 = 0 *p = 0 »-„ = 0 Vv ""

. (1 — £ rjY<i + me-2>'<, rj)nJ>- lp + 2vv (g _  + 2f„ # (2)

Die Grenzen der Doppelsumme erhält man aus der Entwicklung der Ausdrücke auf der rechten Seite nach 
dem Binomischen Satz. Wegen 2 vv f^ lp — mv und 2 vq ^  lq +  mq gilt als untere Grenze 0 ^  n, j und 
für die obere Grenze n,j — mp — 2 vp -+- lq -f- mq — 2 vq -j- np — lv 2 vv +  nq — lq -+- 2 vq =  N — M . 
Beide Ansätze lassen sich allgemein schreiben als 

Nx N a
2  2 anj£nr)} =  (£2 - 1 ) ^ ( 1  -  v2)Ne 2  < mi 2  +  f v F 'V  -  +  -  V)N' • (3)n = 0 3 = 0 vi vi

Das Problem, die Koeffizienten anj zu berechnen, ist kein numerisches, sondern ein algebraisches Pro­
blem. Es wird in drei Schritten gelöst. Voraussetzung dafür ist

-^a > Nß, Nv, N<), N e, N t ^ 0 .  (4)

Die Größen N v, Nd, N e, N t können von vi, h , m\, v2, l2, m<i abhängen. 

Schritt 1: Berechnung der Koeffizienten «„ /' in

2" 2 « » / '£ n v} =  (1 +  U -  (£ +  v)N' (f -  • (5)„ = o 3 = 0
Dabei werden zunächst die Teilausdrücke (1 +  tjr])Nv und (1 — £rj)Nt nach der binomischen Formel ent­
wickelt und zusammengefaßt. Die Koeffizienten besetzen den Anfang einer Hauptdiagonale einer Matrix 
« „ /" , d.h. in Z anj'"£nr}} =  (1 +  £ r))Nv {1 —£fj)NÖ verschwinden alle Koeffizienten mit n #=; und n,

n,j
j >  N v +  Na- Danach wird ebenso mit den Teilausdrücken (f +  r])Ne und (f — r])Ni verfahren. Die Ko­
effizienten besetzen eine Ne +  N ( Elemente lange Nebendiagonale einer Matrix «„/" '. Nunmehr werden 
die Matrizen «„/" und «„ /" ' zur Matrix «„ /' vereinigt. Dabei wird in der «„/'-Matrix ein parallelogramm- 
förmiger Bereich (Abb. 3) schachbrettartig (d.h. nur „schwarze" oder nur „weiße" Felder) besetzt, und 
jedes Element ist lediglich das Produkt eines «„/"-Elementes und eines «„/'"-Elementes.



Abb. 3. Besetzung von («n/ 0 •

o = - Ny *Nb *Nc

Schritt 2: Einbeziehen der v-Summen.
Hier wird naiv verfahren: Beide v-Summen werden durchlaufen und in jedem Schritt

— die Exponenten Nv bis N t ermittelt,
— nach Schritt 1 daraus eine an/'-M atrix berechnet,
— die ara/'-M atrix mit (o1;™1 oo1;™* multipliziert und einer «„/-Matrix zugeschlagen.

(Da hierbei wiederholtes Vorkommen gleicher Werte für Ny etc. wahrscheinlich ist, werden im Programm 
Vorräte von an/" -  und an/'"-M atrizen angelegt.)

Schritt 3: Einbeziehen der Ausdrücke (£2 — l)Na und (1 — rj2)Ng.

Auch hierbei werden Matrizen zu einer Ergebnismatrix überlagert, aber in spezieller Weise. Es ergibt 
sich dabei die an^-Matrix aus der an{-Matrix.Eine Wiederholung der Schritte 1 und 2 ist dazu nicht er­
forderlich. Der Ausdruck (£2 — 1)-̂ « bewirkt eine vertikale Überlagerung: Die an/-Matrix wird mit 
multipliziert, um 2 Na — 2 /j, Elemente nach unten verschoben und der Ergebnismatrix zugeschlagen 
( O ^ ^ t f « ) .

Entsprechend bewirkt (1 — rj2)Nß eine horizontale Überlagerung. Durch geeignete Reihenfolge der 
Schritte lassen sich diese Operationen ohne zusätzlichen Speicherbedarf durchführen, und die Matrizen (anj) 
und (an/ )  verwenden denselben Speicherplatz.

Anhang 6
b

Das Integral J rf d^
a

Bei der Integration in elliptischen Koordinaten tritt das Integral22
b
J rf e-fo drj (r ^  0) (1)

mit verschiedenen unteren und oberen Grenzen auf. Das unbestimmte Integral mit ß =  1 hat die Stamm­
funktion

wie direkt verifiziert werden kann. 
Mit der Substitution

J e~v yr dy =  — e~v r ! £  yr'\ r '!,
r'=0

y =  ßr), ß * 0

(2) 

(3)



wird (2) zu
J rjr drj =  -  r ! £  *?r7(r'! ßr+i-r') =  _  ^r+i E{r;ßrj). (4)

r' = 0
Je nach der Wahl der Grenzen werden fünf Sonderfälle unterschieden

1. ji-fr» VrdV =  r! I  (~  ^  =  l)r+1 e ( r ; - ß ) - e ( r - ,ß ) ,  r ^  0, /?* 0 ; (5)
-1 r'=0 r ■ P

2. f e - g ^ f f d l ^ r l i  r ^ O ,  e * 0 ; (6)
1 r'=0 r ! (?
00 .v

3. Se-**x*dx =  e-*{N\la."+i) 2a»/n! =  4vr(a) =  c(2V;a), N ^  0, a > 0 ,  (7)
1 n = 0

denn lim e {N; a £) =  0 für a >  0 , (Anhang 10, 10);
{-»•oo

4. J e - ^ ^ d r  =  i ^ ! / a ^ + i - ^ ( a )  =  ^ iv(a) =  iV !/a^+ i-e(A r;a ) > N ^  0, oc*0, (8) 
o

denn l i m ^ 1 e{N; xx)] =  , (Anhang 10, 11);
x-*0

5. °je~xxxNdx =  N\jxN+1. (9) 
o

Anhang 7

Umkehrung der Integrationsfolge in Doppelintegralen

Gewisse, bei der Analyse der Zweielektronenintegrale auftretende Doppelintegrale, können durch die 
folgende Umrechnung der Integrationsfolge vereinfacht werden:

j V  j d p / t f 1. p )  =  j >  I V / d 1, i 2) . (i)1 1 1
Zum Beweis werden zunächst obere Grenzen | max >  1 anstelle von oo angenommen. Dann gilt nach 
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£m»x £max m̂ax 2
J / t f 1, f  2) db =  j" d^i J df 2/ (|i, I 2) =  f d f2 J d^i/ (£i, I 2) , (2), (3)

Ü» 1 f1 1 1
wobei das Gebiet SS ein Dreieck ist, gebildet aus den Geraden f 1 =  1, f 2 =  I 1 und £2 =  £max- Läßt man 
nunmehr f max wachsen, so existieren alle 3 Integrale nach wie vor und bilden mit f max oo eine kon­
vergente Folge. Damit gelten (2) und (3) auch im Limes £max =  00 und (1) ist bewiesen.

Im Haupttext wird nachfolgend noch eine triviale Substitution I 1 | 2; £2 11 vorgenommen:

j V  fd ! 2/(£i,£2) =  7 d l1 J d |2/( f2,11) . (4)
l fl i i

Anhang 8

Neumann-Entwicklung und Laplace-Entwicklung

Die Elektronenwechselwirkung wird im Hamilton-Operator (2) durch den Term 1 /rt** beschrieben. Bei 
Verwendung elliptischer Koordinaten wird für diesen Term die Neumann-Entwicklung, für räumliche 
Polarkoordinaten die Laplace-Entwicklung angesetzt. Beide Entwicklungen lassen sich mit Hilfe der 
Potentialtheorie beweisen.

Die Beweis-Idee des folgenden Beweises der Neumann-Entwicklung stammt von Rüdenberg6. Es werden 
dazu einige Ausdrücke in elliptischen Koordinaten aus dem Anhang 1 benutzt.



Sei nun o(£', rj, 0) eine beliebige Funktion für eine Ladungsverteilung auf der Oberfläche eines Rota- 
tionsellipsoides, d.h. £ =  =  const, dann läßt sich die folgende Funktion nach den Kugelflächenfunk­
tionen erster Art Yim(tj, 0 ) =  ^ i m(r]) (l/|/2~7r) exp{im0}, [vgl. (2, 38)], die ein abgeschlossenes System 
bilden, entwickeln:

oo i
(Rl 2)2 ]/(£' 2 -  v*) (£'2 -  1) cr(f, t],0) =  2  I A ^ (£ ')^ ( r j ) ( i l \ J 2 ^ ) e x p { im 0 } .  (1)

J=0 m= —l
Multiplikation beider Seiten mit (rj) (l/|/2^r) exp{— im ' 0} sowie Integration über rj von — 1 bis + 1  
und über 0  von 0 bis 2n liefert wegen der Orthogonalität der S?im (2, 35) =  Oberfläche des Rotations­
ellipsoids) :

jd S 'o & rm'(r))(iH T ji)exp{-im , 0} =  Ar >"'(g'). (2)
s

Nach der Potentialtheorie erzeugt die Oberflächenladung a am Ort (£, rj, 0 ) das Potential

U'(£, T ) ,0 ,n = S  dfi' <r ( f , rj', 0 ')  (1 /r" ) , =  const, (3)
s

wobei r12 der Abstand zwischen den Punkten (£, rj, 0 ) und (£', rj', 0 ')  ist. Andererseits stellen wir die 
Behauptung auf, daß das Potential in elliptischen Koordinaten durch die folgende Entwicklung beschrieben 
werden kann:

4 00 1 (l — mV
n  j=om= —i (t +  rn)\

mit ^  =  ^ ( U ' ) } .  ' 5 cLS' {r],) exp { - im 0 ' } ° n ' >  • (4)

Dazu beweisen wir, daß
1. U stetig bei £ — £' ist,
2. AU =  0 überall erfüllt ist und
3. der Sprung der Ableitung längs der Normalen bei £ =  £' gleich —4 n a  ist.

Zuvor definieren wir U = U i für £ <  £' und U —Ue für £ > £ '. Die Stetigkeit bei £ =  £' ist erfüllt, da 
Ui(£') =  Z7e( f  )• Zum Beweis von 2. ist zu zeigen, daß AKt™(£) &im{rj) exp{im0} =  0, mit Kim =  P tm 
für £ <  £' und J^"» =  Qi™ für £ >  £':

(22/2)2 (£2 _  7̂ 2) AKim(£) (rj) exp{t m 0} =  -  &im(rj) exp{iratf>} [(1 -  £2)K l"™ -  2£#/'"*]
+  Kl'*{£)exp{im0} [(1 -  rj*)0>i"m -  2 rj&i'm] (5)

+  #!»»(£) &im{rj) exp{im0} [m2/(l -  £2) _  m2/(i — -j- l(i + 1 )  — 1(2 +  1)] =  0 ,

denn die rechte Seite dieser Gleichung ist zweimal die Differentialgleichung für die zugeordneten Kugel­
funktionen, einmal für Kim(g) und einmal für (rj). 

Zum Beweis des dritten Punktes ist zu zeigen, daß

Es ist
_  2 • t f j z z r r  4 -  ' ) { im 0 ) .

[ d u  dn /{={' R U ' t - r , *  R lJL 0n% ( } (* +  m)! ' W exP i 'm8,>
• J d £ ' (77') exp| — im 0'} a (£', rj', 0 ')  [P im Qi'm -  P {m Qim] , (7)

5
und mit der Wronski-Beziehung (vgl. Anhang 3)

P imQi'm- P i ' mQim= ( -  1)OT (l +  wi)!/(l — £'2) (l — m)\ (8)
und nach einem Vergleich von (7) mit (1) und (2) ergibt sich die Behauptung (6).



Da alle drei Punkte erfüllt sind, sind die Potentiale U' (3) und U (4) identisch. Da weiterhin er eine 
beliebige Funktion sein kann, sind die Integranden gleich, woraus die Neumann-Entwicklung folgt:

1 4 oo i n _m\ i

' 1 = 0 m=- l (I i
(wo jetzt r12 der Abstand der Punkte (I1, r)1, &l) und (£2, r)2, 0 2) ist.)

Der Beweis für die Laplace-Entwicklung entspricht dem für die Neumann-Entwicklung, nur findet er 
in räumlichen Polarkoodinaten statt.

Die für den Beweis erforderlichen Differentialausdrücke in räumlichen Polarkoordinaten lauten
ö/9w =  0/ör, d$ =  r2 sin ■& d# d 0  ,

ö2 2 e l 02 l a l ö2
A =  —- 4 --------- - 4------------------------------ b --------- -------. (10)Ör2 r ör r2 ö#2 ^  r2tg #  r2sin# d02 K '

Außerdem besteht die Abgeschlossenheitsrelation (S' ist gleich Oberfläche der Kugel mit dem Radius r')
oo i

o(r',& ,0) =  (1/r'2) 2  2  Yt™(&,0) JdS '< r(r ',0 ',0 ') 0 ') .  (11)
1 = 0 m = -l

Sei nun o (r', 0) eine Ladungsverteilung auf der Oberfläche einer Kugel (r =  r'), dann erzeugt diese 
am Ort (r, 0) das Potential

U' (r, 0 ;  r') =  J dS' a (r', 0', 0 ')  (1/fi2) . (12)

Hier ist 1/r12 der Abstand zwischen den Punkten (r, 0) und (r', 0 '). 
Dann kann man das Potential schreiben als

U (r ,& ,0 ;r ')=  f  2  ^ ■ ^ X T  J dS' <r(r\ V, 0 ')  0 ') ,  r§ =  . (13)
z=o»n=-zr>tTl 2f +  l s |M in(r,r)

Damit U der Potentialgleichung genügt, müssen auch hier dieselben drei Punkte erfüllt sein, wie die für 
die Neumann-Entwicklung.

\U\ für r <  r' 
Mit U =  {TT ... , ist[ Ue fur r >  r'

1. Ui(r') =  Ue(r') erfüllt,
2. für r <  r ' : A{r* Yim} =  0; r >  r ' : A{l/rJ+1 Yim] =  0 und

r ' t ( l + 1) Zr'i-i3 /dUe _ d U i \ =  |  2
\ ör ör ; r=r- m=-i 2 t +  1 s '1+2 r 'i+i

^ ± ± = - ± 7 1 0 ,  (14)

Es ist also wieder wegen der Abgeschlossenheitsrelation (11) V  =  U, und da wiederum a beliebig sein kann, 
gilt die Laplace-Entwicklung

t 00 ' r<l 4 t  
- 1 2 = 2  I  Ytrn ̂ 1 ,01) Ylrn{̂ , 0 2). (Iß)
' 1 = 0 m= —l ' " 1 I 1

Anhang 9

Beweis der Gleichung (120)

Bei der Berechnung der Funktionswerte BjMX(0) wird eine Entwicklung nach zugeordneten normierten 
Kugelfunktionen benutzt

j+M
(1 - V2)M/2VJ =  ZAjMi&W rj); 0 , \ r j (1)

l=M
die im folgenden bewiesen werden soll.



Dazu wird zuerst der Ansatz

Vi+M=  I Ä j MlPi(v) (2)1=0
betrachtet, wobei Pi(r)) die Kugelfunktionen vom Grade l sind. Für den höchsten Summanden l =  j  +  M 
wählt man den Koeffizienten ÄjM' 1+M so, daß er den Koeffizienten von rj}+M in der Polynomdarstellung 
von Pj+M(r]) zu Eins kürzt. Die niederen Koeffizienten werden dann nacheinander, von j-\- M absteigend, 
so bestimmt, daß sich jeweils die Summanden mit gleichem Exponenten in rj aufheben. Damit sind alle 
ÄjMl bestimmt, und die Entwicklung (2) ist möglich. 

Durch M-fache Differentiation der Entwicklung (2)

[(j +  M)\jj\] rji = f  ÄjHi (d/dq)" P i(ti), (3)
l = M

Multiplikation beider Seiten mit (1 — r)2)M/2 und mit der Definition

AfM' =  ÄiMl---- —----
1 '  {j +  M)\

(2Z +  1){1-M )\
2(/ +  M)\

- i
(4)

erhält man schließlich
j+M

(1 _  r]2)M/2 rji = 2  AjMi . (5)
l=M

Anhang 10

Die Funktion e (n, a)

1) D e fin itio n : e{n; a) =  c " « - ^ -  2  ^ r  '> (!)
a 1 «=o s •

B e h a u p tu n g : l im (( -  l)»+i e ( n ; - a )  -  «(»;<*)) =  1° fur/  unger^de' (2)
a_+o (2/(w-f 1) fur n gerade.

Diese Ausdrücke treten bei der Berechnung der eigentlichen Einelektronen-Zweizentrenintegrale auf.
n \ n (_  n j tt« n \ n as

B ew eis: ( -  1)»« « ( . ; - « )  -  « ( . ; . )  =  e « - ^  J , ± _ J -------e- « _

, " (— 1 )«ea —e-«

(— l)s ea — e~a (— l)«ea +  e-a (— 1)« ea +  (— l)»+2-« e-tt
lim ------ ------------- =  lim -------------------- =  • • • =  lim --------------------- ------------  (4)

(— 1)« v (— l)s (2 für n gerade,lim (eg (_1)" e-a) =  — —— ____ <
(n 1 — s)! a-*o (w +  1 — ä) ! (0 für n ungerade.

Damit ist die Behauptung für ungerades n bewiesen. 
n gerade:

« n \ (_  l)s 2 n [n i n
l im [( - l)» + ig( n ; - a ) - e ( n ; a ) ] = : 2 2  (n ■ , , . =  — r  2  DM , . (5)a-0 « = 0 (n +  1— -S)! Sl n +  1 ,=0 \ 8 J

Damit ist alles bewiesen, denn

2) Rekursion e(n +  1; a) =  e(n; a) +  — e-a =  e(n; a) +  e(0; a ) . (7)a a a



3) de (»; <x)/da =  -  c(n +  1; a) ^  c(n; a) =  ( -  1)» (d/da)» e (0; a ) .

4) e(0; a) =  (1/a) e~a ; e (i;a ) =  (l/a*)e"«(l +  a ) , c(2; a) =  (2/a») c~«(l +  a +  (a«/2))

5) Iim£«+ie(n;a£) =  (w!/an+1)i(a«/«!)lim e-«ff« =  0 für a >  0 .
£ —►oo » = 0 f->oo

6) lim [tjr+1 e (r; ß rj)] =  (r !/ßr+1) 2  ß '/s ! lim e^* =  r l /^ + i .
TJ-+00 « = 0 tj-K)

Für die Funktionen (a) = e(N \ a) gelten folgende Rekursionsformeln

7) (a) =
iV + 1 e-«- (a) -f------ , (a) =  — AN(oc) —a a N N

2V> A i>0.

(10) 

d l)

(12) 

(13)n=o ( t f - A  +  n ) ! '

Die beiden Formeln (12) sind sofort einsehbar, während (13) durch vollständige Induktion bewiesen 
werden kann.

Entsprechende Rekursionsformeln gelten für die Funktionen Ey (a.) =  N \ a.N+1 — AN (a),

8)
N +  1

En+i (a) = ------- —  Ey(<x) e~* ( t f + 1 )!  N +  l A , x e~*
----- =  ----V+2---------------- AN a ) ---------a CLJS+i a a

(jy +  A)! (2V +  A)! . . .  _ * 
e n+x(*) =  —^ t t t i -------- ^ T T ^ - ^ ( a )  -  e « 2*

(iV +  A)!
aJV+1+X

Die Vereinigung der Formeln (13) und (15) ergibt
(tf-f  A)! , AN(OL)

n=i (tf +  w)! 0.

(14)

(15)

9) EN+X{CC) +  ^Ar-A-i(a) = .N+A-l

-  e~* 2  * <*n
n = l

2V!
(2V — A — 1)!

(2V — A — l)!a*+1 — (N +  X)\

(2V +  A)!
(iV -A + w )! 1 (2V +  w)!a*+1

e~a
2V-A ' (16)

* Dabei soll die n-Summe für Ä=0 verschwinden.
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